SINGULARIDADES E NAO-EXISTENCIA DE LIMITE DE
FUNCOES DE DuUAS VARIAVEIS *

P. N. DA SILVA **

Resumo

Nestas notas, de cardter didatico, apresentamos e justificamos uma técnica para a determinagao
da ndo-existéncia de limite para uma certa classe de fungdes de duas varidveis. Supomos que um
elemento desta classe é uma fungéo racional que apresenta uma singularidade no ponto onde o limite
sera estudado. Exploraremos esta singularidade para a determinacao de curvas que passam pelo ponto
em questao e sejam tais que o comportamento da fungao é diferente quando nos aproximamos deste
ponto, ao longo destas curvas. Veremos que a técnica apresentada é bastante ttil em exemplos em
que a escolha destas curvas ndo é muito evidente. Na verdade, foi exatamente um destes problemas
que a motivou.

1 Introducao

Seja f : A C R? — R uma fungdo e (zg,y0) um ponto de acumulacio de A. Denotemos por I um
intervalo e por v : I — R? uma curva continua em tg, tal que v(tg) = (zo,y0). Para determinar a
nao-existéncia do limite

lim  f(z,y),

(z,y)—(z0,y0)

o seguinte resultado é bastante util:

Proposigao 1 Suponha que
flz,y) =LeR,

im
(@,y)—(z0,50)
que (t) # (xo,y0) para todo t # to e que y(t) € A, para todo t # tg. Entdo,
lim f(5(t)) = L.

t—to

Este resultado nos diz que, para provar que o limite

lim flz,y
(2,y)—(z0,30) (@)
nao existe, basta determinarmos duas curvas 7; e 2 que satisfacam as hipéteses da Proposicao 1 e sejam
tais que
Jim f(11(2) # lim f(72(2).
—lo —lo
Estas notas estao justamente relacionadas a andlise de limites que trazem certas dificuldades na
determinacao de duas curvas com as propriedades acima. A idéia que desenvolveremos no decorrer
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deste texto surgiu quando tivemos que resolver um destes problemas. Por isso, em nossa apresentacao,
vamos refazer nosso percurso original. Na préxima se¢ao analisaremos o limite que inicialmente nos
trouxe dificuldades e o procedimento adotado para contorni-las. Na ultima segao, generalizaremos este
procedimento, caracterizando uma classe de fungoes para a qual este procedimento pode ser util.

2 Problema Original

Consideremos:

3

lim  f(z,y) =

(z,y)—(0,0) (zy)—(0,0) T2 + Y

3
E f4cil verificar que a funcao racional JC;Ty tende a zero quando nos aproximamos da origem ao longo
de curvas do tipo y = z*. Por outro lado, também temos pistas para identificar que o limite acima néo
existe. De fato, observe que o denominador de f se anula ao longo da curva y(x) = (z, —22). Além disso,
ainda ao longo desta curva, o numerador de f s6 se anula quando x = 0. Claramente, isto nos diz que
tal fungao se torna ilimitada em qualquer vizinhanga da origem. Conseqiientemente, nao é possivel que
o limite acima exista. Para justificar este fato, de acordo com a Proposicao 1, basta encontrarmos uma
curva ao longo da qual o valor limite de f quando (x,y) se aproxima da origem seja diferente de zero.
Vamos tentar uma curva da forma v(z) = (z,y(z)) = (z,a(z) — 2%) com a(z) # 0. Temos

Como queremos que y(z) = (z,a(z) — 22) se aproxime da origem quando x tender a zero, a escolha
3
. . T ~
de a(x) deve ser tal que hr%(oz(x) — 2?) = 0. Por outro lado, queremos que o quociente —— nao se
xTr—

a(z)

aproxime de zero. Para tanto, podemos escolher, por exemplo, a(x) = x®. Temos

. x
lim  f(z,2® —2?) = im — =1
(,y)—(0,0) ( ) (x.y)—(0,0) 23
Na préxima secdo, vamos generalizar o procedimento adotado para a andlise do limite (2.1). Antes,

vamos identificar qual foi a idéia central utilizada ao tentarmos encontrar uma curva da forma y(z) =
(7, a(x) — 2?).

Observe que tal alternativa nada mais é do que uma perturbagiao da curva (z,—z?). Como f era
tal que seu denominador se anulava ao longo de todas estas curvas e seu numerador somente em um
ponto (justamente aquele em que queremos calcular o limite), ela seria a candidata “ideal”. Infelizmente,
sua imagem nao estd contida no dominio de f. Por isso, tentamos uma curva que seja “semelhante” a
curva (z,—2?%). Consideramos uma perturbagao desta curva da forma ~y(x) = (z,a(r) — 2?). Tivemos
que fazer algumas restrigdes sobre «(x). Primeiramente, ndo querfamos que o denominador se anulasse
fora da origem. Exigimos entdo que a(z) # 0 para x # 0. Além disso, para satisfazer as hipdteses da
Proposicao 1, era necessario que

lim 5(2) = (0,0)

e que o quociente que define f nao se aproximasse de zero ao longo da curva 7.
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3 Generalizacao

As consideragoes feitas no final da se¢do anterior vao ser uteis para determinar uma classe de fungoes
para a qual o procedimento adotado na secao anterior possa ser util.

Vamos considerar uma classe de fungoes racionais com as seguintes propriedades:

1. f(z,y) = p(x,y)7 p,q: ACR? — R se anulam em (g, o).

q(z,y)

2. A funcdo g = q(z,y) se anula ao longo de uma curva continua v que passa pelo ponto (zg, o) e,
ao longo desta curva, p = p(x,y) s6 se anula no ponto (zg, yo). Isto é,

v(to) = (z0,90),  q(y(#) =0 e  p(y(t) #0, Vio#tel

3. Existe uma curva que satisfaz as hipéteses da Proposicao 1 ao longo da qual a fungao tende a zero
em uma pequena vizinhanca de (xg,yo)-

Observagao 3.1 Antes de prossequirmos, vejamos que nao hd perda de generalidade em supor que f se
aprozime de zero ao longo de alguma curva. Caso f satisfizesse aos itens 1 e 2 e existisse uma curva ao
longo da qual a funcao tendesse a L # 0, em uma pequena vizinhanga de (xq,yo), considerariamos

= _p(z,y) —q(z,y)L _ p(z,y)

fla,y) = flz,y) — L = 0,9 " ()

E pelos itens 1 e 2, temos
1 f ¢ uma fungdo racional tal que p,q: A C R? — R que se anulam em (o, yo)-

2. A funcio ¢ = q(x,y) se anula ao longo de uma curva continua v, que passa pelo ponto (xo,yo) e,
nesta curva, p = p(x,y) sd se anula no ponto (xo,yo). Isto €,

V(o) = (zo,90),  q(y(#) =0 e p(y(t) #0, VigF#tel.

Por outro lado, podemos afirmar que existe uma curva que satisfaz as hipdteses da Proposicdo 1 ao
longo da qual a fungao tende a zero quando nos aproximamos de (zo,yo). De fato, por hipdtese, existe
uma curva continua = B(t) tal que

lim B(t) = (o,y0),  lm fB®) =L e Im(B(t) CA Vto#tel

t—tg t—to

Esta dltima propriedade garante que q(B(t)) # 0 para todo t # to. Logo,

lim F(A(t) = [Lm 252283

t—to

} [Lm [F(A(t) — L] | =0.

Voltemos a generalizacao. Novamente, o item 2, permite concluir que o limite

lim fz,y)

(z,y)—(20,Y0)
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nao existe. Pela Proposicao 1 e pelo item 3, basta determinar uma curva ao longo da qual a fungdo nao
tenda a zero, quando nos aproximamos de (zg, yo).

Seja v(t) = (x(t),y(t)) dada pelo item 2. Para explorar a singularidade de f, procuramos uma
curva da forma G(t) = (x(t),y(t) + a(t)), com a(t) # 0. Isto é , consideramos uma perturbagao de ~.
Calculamos a funcdo f na curva 5(¢) e, através de uma andlise de f(5(t)), determinamos uma expressao
conveniente para « de modo que a curva [ satisfaca as hipdteses da Proposicao 1 e ndo seja uma das
curvas que satisfazem ao item 3.

Apenas para ilustrar, consideraremos o seguinte exemplo:

_ 23+ P
= lim .
(z,y)—(0,0) T —Y

f(z,y)

lim
(z,9)—(0,0)
Se 6(z) = (z, —x), temos:

3 _ .3

lim (x, —z) = (0,0) e lim f(z,—z) = lim e =0

z—0 z—0 z—0 2z

Além disso, a curva y(z) = (z,x) satisfaz o item 2. Se consideramos B(x) = (z,z + a(z)), entdo

f(B(z)) = @ +@ta@) ¥ (a4 oz(x))3.

—a(z) a(z) a(z)

Se a(x) = 23, x € (—1,1), temos
lim A() = (0,0),  B(-L1)CDom(f) e ala)#0, ¥0#we(-LL)

Além disso,
x3(1 4 22)3

- = -2

lim f(B(z)) = lim |—1—
z—0 x—0
Para finalizar, vamos analisar, através de um exemplo, a aplicacao destes procedimentos para fungoes
de mais do que duas variaveis. Veremos que este processo pode ser adaptado, ainda que fique um pouco
mais trabalhoso e exija algumas modificagbes. Fica o desafio de se obter uma generalizacao e de se
determinar alguma classe de fungoes para a qual tal generalizagao seja util.

Analisemos o seguinte exemplo:

I £ ) . xyz
im x,Y,2) = im —_—.
(ae)m000) Y (2..2)=(0,0,0) 22 + y* — 2
Se B(x) = (0, z, ), temos:
0
il{%(o,x,iﬂ) = (0,070) (§] ill}l%)f(o,x,x) :i%m =0.
A curva y(z) = (z,x,22?) satisfaz o item 2. Se consideramos ((z) = (z,2 + a1(x),22% + as(z)),

€ (-1,1). Entao
2(x + ay(2)) (222 + a(z))
2% + (2 + o1 (2))? — (222 + az(z))

f(B(x)) =
Fazendo aq(x) = 0, temos

2(a+a1(@) (2 + as(@)  a(e+ o (2))(22% + as(a))

1(B(z)) = 222 — (222 4 an(T)) - as () ’
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e, fazendo ay(x) = 22*, temos

lim B(xz) =0 e ag(z) #0, VO0#ze (—1,1).

z—0

Entao,

224 2?ag(w)

lim f(B(x)) = lim

z—0 _ag(x) as(x)

= lim(—1—2%) = —1.
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