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Abstract. Public transportation follows a plan sensitive to changes, susceptible 

to influences such as traffic, weather, unplanned interruptions, policies, and 

fluctuations in demand. This study incorporates uncertainties in passenger 

numbers into an optimization model to determine bus line frequencies, aiming 

to mitigate operational, environmental, and social costs. Computational tests 

on a bus network considered three demand scenarios, probabilities of 

occurrence, and risk aversion. The results indicate precise solutions, 

safeguarding the system against passenger overload and reducing operational 

costs in the worst-case scenario by balancing the sustainable dimensions. 

Resumo. O transporte público segue um plano sensível a mudanças, podendo 

ser afetado por tráfego, clima, interrupções não planejadas, políticas e 

flutuações na demanda. Este estudo incorpora incertezas no número de 

passageiros em um modelo de otimização para determinar a frequência de 

linhas de ônibus, visando mitigar custos operacionais, ambientais e sociais. 

Testes computacionais em uma rede de ônibus consideraram três cenários de 

demanda, probabilidades de ocorrência e aversão ao risco. Os resultados 

indicam soluções precisas, protegendo o sistema contra sobrecarga de 

passageiros e reduzindo custos operacionais no pior cenário ao equilibrar as 

dimensões sustentáveis. 

1. Introdução 

Uma das principais ações que compõem o design de trânsito, mais especificamente no 

domínio das operações do transporte público, é a determinação da frequência. O número 

de partidas em uma rota depende não somente dos recursos disponíveis (quantidade de 
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veículos na frota, mão de obra etc.), mas também da rentabilidade das atividades e do 

nível de qualidade a que os passageiros são submetidos ao ingressar no sistema. 

 Pode-se afirmar que a complexidade do transporte público reside em garantir a 

constância das operações sem colocar em risco a segurança econômica e o bem-estar 

coletivo, prezando pela manutenção da demanda. Se esses aspectos forem negligenciados, 

é mais provável que o sistema se torne ineficiente e que os passageiros optem por outros 

meios de transporte. Isso, por sua vez, pode resultar em maior congestionamento, criando 

um ciclo negativo de fragilidade [Dakic et al. 2021, Herbon e Hadas 2015, Liu et al. 2020, 

Ortúzar e Willumsen 2011]. 

 O comportamento dos passageiros ao longo do sistema e a oferta de capacidade 

de transporte podem flutuar ao longo do tempo, sendo essa incerteza um dos principais 

desafios na programação das viagens [Gkiotsalitis e Alesiani 2019]. Essa oscilação se 

manifesta por possíveis interrupções no desempenho dos transportes urbanos que 

impactam a operação dos serviços. Dentre as causas, podem-se citar: condições de tráfego 

(acidentes de trânsito, obras na via etc.); condições meteorológicas (chuvas intensas, 

neblina e outros fenômenos naturais); interrupções não planejadas (problemas mecânicos, 

falhas de sinalização e outras questões técnicas); e flutuações na demanda (presença de 

eventos como partidas esportivas e concertos); dentre outros. 

 Em geral, ao tentar equilibrar diversos cenários e, especialmente, reduzir os custos 

operacionais, os recursos empregados, sejam tangíveis ou não, acabam sendo inferiores 

aos ideais ou superestimados.  Então, quando um planejamento é feito desconsiderando 

possíveis interrupções das atividades, a frequência pode se tornar inadequada, afetando o 

dimensionamento da frota, a satisfação dos usuários e os custos totais do sistema. O 

presente artigo está interessado nessa temática, em particular nas incertezas de demanda 

no transporte público por ônibus. 

 Dados da NTU (2023) mostram que cerca de 85,7% das viagens de transporte 

coletivo, no contexto nacional brasileiro, são realizadas por ônibus. Para mais, quando 

otimizado corretamente, o deslocamento por ônibus contribui para a promoção da 

mobilidade sustentável – redução de emissões, maior eficiência operacional e econômica 

e qualidade de vida [GVBus 2024]. Esta pesquisa foca, portanto, no desenvolvimento e 

aplicação de um modelo de otimização robusta para este modo. O objetivo é definir a 

frequência das linhas considerando diferentes níveis de demanda para redução dos custos 

operacionais, ambientais e sociais. Este estudo traz como contribuição à literatura um 

método que inclua incertezas à formulação sob a ótica da sustentabilidade. 

 Este artigo segue a seguinte estrutura. Na Seção 2, destaca-se parte da literatura 

sobre configuração de frequência em transporte público, com ênfase na abordagem 

robusta. A Seção 3 descreve o modelo matemático proposto. Na Seção 4, apresenta-se os 

dados dos experimentos computacionais e os resultados. Por fim, a Seção 5 discorre sobre 

as considerações finais e as sugestões para trabalhos futuros. 

2. Revisão da Literatura 

Problemas em aplicações práticas frequentemente envolvem incertezas e desconsiderá-

las pode levar a soluções inviáveis [Mulvey et al. 1995, Ben-Tal et al. 2009, Carvalho 

2023]. Comumente, essas incertezas estão relacionadas a variáveis como demanda, oferta 

e custos de transporte, que podem mudar em condições específicas. Em transportes, um 
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sistema robusto pode ser interpretado como aquele capaz de lidar com mudanças sem a 

necessidade de adaptações [Ge et al. 2022] ou com ajustes mínimos. 

 Pode-se encontrar na literatura diferentes propostas de modelos matemáticos que 

abordam a configuração de frequência no transporte público por ônibus. A Tabela 1  

destaca um conjunto de publicações categorizadas com base nas principais métricas 

utilizadas para se referir às dimensões sustentáveis. Contudo, nem todas as pesquisas 

listadas abordam incertezas, seja na demanda ou em outro elemento que provoque 

possíveis interrupções. 

Tabela 1. Estudos sobre a configuração de frequência de ônibus. 

Referência OC EC TT WT DI TR FA Incerteza 

Agrawal et al. (2020) ✓  ✓ ✓ ✓    

Alkheder et al. (2018) ✓        

Amoroso et al. (2010) ✓     ✓ ✓  

Arbex e Cunha (2015) ✓  ✓ ✓  ✓   

Baghoussi et al. (2018)     ✓ ✓       ✓ 

Blum e Mathew (2012) ✓  ✓ ✓  ✓   

Caetano et al. (2022) ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓ ✓  

Cats e Gluck (2019) ✓  ✓ ✓ ✓ ✓ ✓  

Chen et al. (2020) ✓     ✓ ✓     ✓ 

Chien et al. (2010) ✓  ✓ ✓  ✓   

Cyril et al. (2020)   ✓ ✓   ✓  

Dakic et al. (2021) ✓  ✓ ✓  ✓   

dell’Olio et al. (2012) ✓  ✓ ✓  ✓ ✓  

Durán-Micco e Vansteenwegen (2022) ✓  ✓ ✓ ✓ ✓   

Giesen et al. (2016) ✓  ✓ ✓     

Gkiotsalitis e Alesiani (2019) ✓   ✓ ✓       ✓ 

Gkiotsalitis e Cats (2018) ✓   ✓ ✓       ✓ 

Hadas e Shnaiderman (2012) ✓   ✓         ✓ 

Hatzenbühler et al. (2020) ✓  ✓ ✓ ✓ ✓   

Herbon e Hadas (2015) ✓  ✓ ✓ ✓  ✓  

Jha et al. (2019) ✓ ✓ ✓ ✓  ✓   

Lemus-Romani et al. (2021) ✓  ✓ ✓  ✓   

Liang et al. (2021) ✓  ✓ ✓  ✓   

Liu et al. (2020) ✓  ✓ ✓     

Liu et al. (2022)       ✓ ✓     ✓ 

Maureira e Codina (2020) ✓  ✓ ✓     

Pathak et al. (2020) ✓  ✓ ✓ ✓    

Peña et al. (2019) ✓   ✓ ✓    

Sadrani et al. (2022) ✓   ✓ ✓ ✓     ✓ 

Tekin et al. (2018) ✓  ✓      

Ulusoy e Chien (2015) ✓  ✓ ✓  ✓   

Verbas e Mahmassani (2015) ✓   ✓ ✓     ✓   

Legenda: OC – Custos operacionais (dimensão econômica); EC – Custos ambientais (dimensão ambiental); 

TT – Tempo de viagem (dimensão social); WT – Tempo de espera (dimensão social); DI – Desconforto em 
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função da lotação do veículo (dimensão social); TR – Transferências (dimensão social); FA – 

Bilhete/passagem (dimensão social).  

 Entre as pesquisas com abordagens robustas, ou seja, menos sensíveis aos dados, 

destaca-se o estudo de Hadas e Shnaiderman (2012). Os autores propõem uma abordagem 

estocástica para lidar com a minimização do custo de assentos não ocupados e sobrecarga 

de demanda. Utilizando distribuições de probabilidade para tempos de viagem e número 

de passageiros, um modelo de otimização determina a frequência e o tamanho dos 

veículos a serem alocados. 

 Outro método relevante é apresentado por Baghoussi et al. (2018), que 

propuseram um modelo para aprimorar os horários dos ônibus na cidade do Porto, 

Portugal. Neste caso, a abordagem associa a robustez à tolerância para atrasos, com o 

objetivo de minimizar uma função que pondera chegadas antecipadas e tardias. 

 Em Gkiotsalitis e Cats (2018), propõe-se um modelo não linear para determinar o 

intervalo ideal entre partidas, considerando variações na demanda e tempos de viagem e 

espera. Os experimentos destacam a precisão do método e seu potencial para aprimorar a 

prestação de serviços, incorporando confiabilidade. Contudo, essa melhoria é avaliada 

individualmente para cada rota, sem considerar a integração na rede. Em pesquisa 

subsequente, Gkiotsalitis e Alesiani (2019) otimizam cronogramas a partir de incertezas 

no tempo de viagem e no número de passageiros, visando maximizar a regularidade do 

serviço e evitar impactos negativos na duração da viagem. No entanto, aspectos 

importantes, como perspectiva ambiental, desconforto, transferência e tarifa, ficam 

ausentes na análise. 

 Os autores de  Chen et al. (2020) desenvolvem um modelo robusto para 

minimização dos custos operacionais, tempo de viagem e aglomeração em ônibus. 

Utilizando técnicas de aprendizado de máquina, busca-se soluções que considerem 

precisão de curto prazo, reduzindo incertezas, e estendendo a aplicação para cenários 

futuros a longo prazo. Em Liu et al. (2022), apresenta-se um modelo robusto para a 

programação dinâmica de ônibus. Consideram diferentes taxas de chegada de passageiros 

em cenários de fluxo variados representando a incerteza. O objetivo central da pesquisa 

é aumentar a satisfação da demanda, assegurando eficiência e confiabilidade no serviço. 

 Um modelo que avalia o desconforto de aglomeração em cada ônibus é proposto 

em Sadrani et al. (2022). O objetivo é encontrar a frequência e o tamanho ideais dos 

veículos para minimizar os custos totais do serviço de transporte público, considerando 

custos sociais e econômicos. Uma análise de sensibilidade é realizada para avaliar 

incertezas relacionadas ao tempo de viagem. Embora em um contexto relacionado à 

logística humanitária, destaca-se o estudo de Carvalho (2023), que desenvolve uma 

modelagem matemática com otimização robusta a partir de incertezas nos dados de 

demanda. Essas incertezas são abordadas por meio de cenários, cada um associado a um 

nível de probabilidade de ocorrência. 

 Esta pesquisa representa uma melhoria significativa quando comparada às demais 

existentes na literatura. Busca-se aprimorar o modelo de Caetano et al. (2022), que traz 

um maior número de medidas sustentáveis na função objetivo (ver Tabela 1) 

considerando também a incerteza nos dados de demanda. Para tanto, a formulação 

proposta em Carvalho (2023) foi utilizada como base para adaptação dos parâmetros e 

variáveis do modelo a partir um novo conjunto (cenários).  
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 Para esta nova abordagem, as principais adaptações se referem a: adição de um 

multiplicador de ajuste associado ao tempo de espera; adição de uma nova dimensão (s) 

para toda variável do modelo original (determinístico), relacionando-as a cada cenário s 

∈ S; ajuste do parâmetro de demanda por cenário; inclusão da probabilidade de ocorrência 

de cada cenário; modificação das variáveis de decisão afetadas pela variação do número 

de passageiros; e inclusão de uma variável de variação do custo, relacionada ao equilíbrio 

entre o custo e a aversão ao risco da solução obtida. 

3. Modelo Robusto 

Considere um sistema de transporte por ônibus composto por várias rotas, cada uma com 

características específicas. Há um número definido de passageiros que precisam ser 

transportados em uma hora e esta quantidade é o que define os cenários simulados no 

modelo. Por exemplo, um cenário pode ser caracterizado por uma demanda elevada, 

enquanto outro pode representar um fluxo menor de usuários. 

 O cálculo da quantidade de viagens necessárias depende do modelo e 

disponibilidade da frota, bem como da capacidade de carregamento, que representa o 

máximo de passageiros permitidos em um ônibus. Essa frequência também está sujeita à 

aversão ao risco, que influencia o nível de conservadorismo da solução com base na  

variação do custo total esperado [Carvalho 2023]. 

 O grau de aversão ao risco refere-se à disposição do tomador de decisão em 

assumir riscos, sendo este parâmetro tratado como uma parcela da variação do custo 

esperado, com um peso associado que indica a disposição em aceitar instabilidades, 

conforme apontado em Mulvey et al. (1995).  Neste estudo, o tomador de decisão 

é identificado como a empresa responsável pelos serviços. 

 Embora os interesses dessas empresas estejam predominantemente voltados para 

a dimensão econômica, visando a rentabilidade, é imperativo que considerem igualmente 

os aspectos ambientais e sociais em suas decisões. Deve-se, portanto, alinhar as ações que 

mitiguem os impactos ao meio ambiente, além de abordar a exigência dos passageiros 

quanto à qualidade, assegurando sua fidelização ao serviço de transporte público. 

 Uma vez contextualizado o problema, nomenclaturas sobre os conjuntos e índices, 

os parâmetros utilizados no modelo matemático e as variáveis de decisão são 

apresentados nas Tabelas 2, 3 e 4. 

Tabela 2. Conjuntos e índices do modelo matemático. 

Notação Descrição 

𝑅 Conjunto dos tipos de veículos disponíveis para operação. 

𝐵 Conjunto dos tipos de veículos disponíveis para operação. 

𝑆 Conjunto dos cenários de demanda. 

Tabela 3. Parâmetros do modelo matemático. 

Notação Descrição 

𝐿𝐸𝑟  Comprimento (𝑘𝑚) da rota 𝑟 ∈ 𝑅. 

𝑃𝐷𝑟𝑠 Quantidade de passageiros na rota 𝑟 ∈ 𝑅 por faixa horária no cenário 𝑠 ∈ 𝑆. 

𝐹𝑇𝑏 Quantidade total de veículos do tipo 𝑏 ∈ 𝐵 disponíveis. 
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Notação Descrição 

𝑆𝐸𝑏  Número de assentos em um veículo do tipo 𝑏 ∈ 𝐵. 

𝐿𝐹𝑏 
Quociente entre a quantidade de passageiros a bordo e o número de assentos (fator de 

carregamento) em um veículo do tipo 𝑏 ∈ 𝐵.  

𝑂𝐶𝑏 Custo operacional (
𝑅$

𝑘𝑚
) do veículo do tipo 𝑏 ∈ 𝐵. 

𝐸𝐶𝑏 Custo ambiental (
𝑅$

𝑘𝑔 𝑑𝑒 𝐶𝑂2
) do veículo do tipo 𝑏 ∈ 𝐵. 

𝑃𝑅𝑠 Probabilidade de ocorrência do cenário 𝑠 ∈ 𝑆. 

𝑊𝑇 Custo social (𝑅$/𝑚𝑖𝑛) para o tempo de espera. 

𝐷𝐼 Custo social (𝑅$/𝑝𝑎𝑠𝑠𝑎𝑔𝑒𝑖𝑟𝑜) para o desconforto dos que realizam a viagem em pé. 

𝑇𝑅 Custo social (𝑅$) para a transferência. 

𝐹𝐴 Custo social (𝑅$/𝑝𝑎𝑠𝑠𝑎𝑔𝑒𝑖𝑟𝑜) para a tarifa. 

𝑆𝑃 Faixa horária (𝑚𝑖𝑛) da operação analisada. 

𝐸𝑀 Taxa de dióxido de carbono emitida por um ônibus (
𝑘𝑔 𝑑𝑒 𝐶𝑂2

𝑘𝑚
). 

𝐴𝑊 Tempo de espera aceitável (𝑚𝑖𝑛). 

𝑀𝑈 Multiplicador de ajuste para tempo de espera percebido. 

𝜆 Peso associado à variação do custo esperado. 

Tabela 4. Variáveis de decisão do modelo matemático. 

Notação Descrição 

𝑓𝑏𝑟𝑠 ∈ 𝑍+ Frequência do veículo do tipo 𝑏 ∈ 𝐵 na rota 𝑟 ∈ 𝑅 no cenário 𝑠 ∈ 𝑆. 

𝑞𝑏𝑟𝑠 ∈ 𝑍+ 
Quantidade de passageiros a bordo no veículo do tipo 𝑏 ∈ 𝐵 na rota 𝑟 ∈ 𝑅 no cenário 

𝑠 ∈ 𝑆. 

ℎ𝑏𝑟𝑠 ∈ 𝑅+ Intervalo entre as partidas do veículo tipo 𝑏 ∈ 𝐵 na rota 𝑟 ∈ 𝑅 no cenário 𝑠 ∈ 𝑆. 

𝜃𝑠 ∈ 𝑅+ 
Variável auxiliar de linearização que representa a variação do custo esperado em cada 

cenário 𝑠 ∈ 𝑆. 

𝑎𝑏𝑟𝑠 ∈ {0,1} 
Variável binária auxiliar para ativação (𝑎𝑏𝑟𝑠 = 1) ou não (𝑎𝑏𝑟𝑠 = 0) da relação entre a 

frequência e o intervalo entre as partidas do veículo tipo 𝑏 ∈ 𝐵 na rota 𝑟 ∈ 𝑅 no cenário 

𝑠 ∈ 𝑆. 

𝑦𝑟𝑠 ∈ {0,1} 
Variável binária que indica se há (𝑦𝑟𝑠 = 1) ou não (𝑦𝑟𝑠 = 0) um tempo de espera 

superior ao admissível na rota 𝑟 ∈ 𝑅 no cenário 𝑠 ∈ 𝑆. 

 Para uma melhor compreensão da Função Objetivo do modelo matemático 

robusto, considere que o custo total esperado é dado pela Equação (1) e que a variação do 

custo total esperado segue conforme Equação (2). 

𝐶𝑇𝑂𝑇𝑠 =  (∑ ⬚

⬚

𝑏∈𝐵

∑ ⬚

⬚

𝑟∈𝑅

𝑂𝐶𝑏𝐿𝐸𝑟𝑓𝑏𝑟𝑠 +  𝐸𝑀 ∑ ⬚

⬚

𝑏∈𝐵

∑ ⬚

⬚

𝑟∈𝑅

𝐸𝐶𝑏𝐿𝐸𝑟𝑓𝑏𝑟𝑠  +  𝑊𝑇 

∙  𝑀𝑈 ∑ ⬚

⬚

𝑏∈𝐵

∑ ⬚

⬚

𝑟∈𝑅

ℎ𝑏𝑟𝑠

2
+ 𝐷𝐼 ∑ ⬚

⬚

𝑏∈𝐵

∑ ⬚

⬚

𝑟∈𝑅

(𝑞𝑏𝑟𝑠 − 𝑆𝐸𝑏𝑓𝑏𝑟𝑠) + 𝑇𝑅 ∑ ⬚

⬚

𝑟∈𝑅

𝑦𝑟𝑠

+ 𝐹𝐴 ∑ ⬚

⬚

𝑏∈𝐵

∑ ⬚

⬚

𝑟∈𝑅

𝑞𝑏𝑟𝑠 ) 

(1) 
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𝑉𝑇𝑂𝑇𝑠 =  (∑ ⬚

⬚

𝑏∈𝐵

∑ ⬚

⬚

𝑟∈𝑅

𝑂𝐶𝑏𝐿𝐸𝑟𝑓𝑏𝑟𝑠 +  𝐸𝑀 ∑ ⬚

⬚

𝑏∈𝐵

∑ ⬚

⬚

𝑟∈𝑅

𝐸𝐶𝑏𝐿𝐸𝑟𝑓𝑏𝑟𝑠  

+  +𝐷𝐼 ∑ ⬚

⬚

𝑏∈𝐵

∑ ⬚

⬚

𝑟∈𝑅

(𝑞𝑏𝑟𝑠 − 𝑆𝐸𝑏𝑓𝑏𝑟𝑠) + 𝐹𝐴 ∑ ⬚

⬚

𝑏∈𝐵

∑ ⬚

⬚

𝑟∈𝑅

𝑞𝑏𝑟𝑠 ) 

(2) 

 A Equação (1) está relacionada ao custo total do sistema que compreende: i. custos 

de operação, que envolve as despesas de operação por quilômetro, com fatores como mão 

de obra, encargos e insumos; ii. custos ambientais, que se refere às emissões de CO2 em 

função da distância percorrida por cada viagem; iii. custos de tempo de espera para 

embarque; iv. custos de desconforto por realizar a viagem em pé; v. custos de 

transferência, quando o tempo de espera é superior ao aceitável; e vi. Custos de tarifa, 

pago por cada usuário para deslocamento. Por sua vez, a Equação (2) representa o valor 

esperado E(.), que deve ser ponderado pela probabilidade de ocorrência de um dado 

cenário e uma medida de dispersão que controla o risco (variabilidade) do custo total. Na 

modelagem deste trabalho, considerou-se a variabilidade apenas das variáveis de 

frequência e número de passageiros transportados, que possuem maior impacto na 

programação das viagens. 

 Desta forma, descreve-se o modelo proposto para o problema de frequência a 

seguir. 

𝑀𝑖𝑛 𝑧 =  ∑ ⬚

⬚

𝑠∈𝑆

𝑃𝑅𝑠𝐶𝑇𝑂𝑇𝑠  +  𝜆 ∑ ⬚

⬚

𝑠∈𝑆

𝑃𝑅𝑠  {[𝑉𝑇𝑂𝑇𝑠  –  ∑ ⬚

⬚

𝑠′∈𝑆

𝑃𝑅𝑠′ 𝑉𝑇𝑂𝑇𝑠′]  +  2𝜃𝑠} (3) 

 Sujeito a: 

∑ ⬚

⬚

𝑟∈𝑅

𝑓𝑏𝑟𝑠 ≤ 𝐹𝑇𝑏  ∀𝑏 ∈ 𝐵, 𝑠 ∈ 𝑆 (4) 

𝑞
𝑏𝑟𝑠

𝑆𝐸𝑏𝑓
𝑏𝑟𝑠

≤ 𝐿𝐹𝑏  ∀𝑏 ∈ 𝐵, 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑠 ∈ 𝑆 (5) 

𝑓𝑏𝑟𝑠ℎ𝑏𝑟𝑠 = 𝑆𝑃𝑎𝑏𝑟𝑠 ∀𝑏 ∈ 𝐵, 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑠 ∈ 𝑆 (6) 

𝑓𝑏𝑟𝑠

𝑆𝑃
≤ 𝑎𝑏𝑟𝑠 ∀𝑏 ∈ 𝐵, 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑠 ∈ 𝑆 (7) 

ℎ𝑏𝑟𝑠

2
− 𝐴𝑊 ≤ (𝑆𝑃 − 𝐴𝑊)𝑦𝑟𝑠  ∀𝑏 ∈ 𝐵, 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑠 ∈ 𝑆 (8) 

∑ ⬚

⬚

𝑏∈𝐵

𝑞𝑏𝑟𝑠 = 𝑃𝐷𝑟𝑠 ∀𝑟 ∈ 𝑅, 𝑠 ∈ 𝑆 (9) 

𝑉𝑇𝑂𝑇𝑠 –  ∑ ⬚

⬚

𝑠′∈𝑆

𝑃𝑅𝑠′ 𝑉𝑇𝑂𝑇𝑠′  +  𝜃𝑠  ≥  0 ∀𝑠 ∈ 𝑆 (10) 

𝑓𝑏𝑟𝑠 ∈ 𝑍+ ∀𝑏 ∈ 𝐵, 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑠 ∈ 𝑆 (11) 

𝑞𝑏𝑟𝑠 ∈ 𝑍+ ∀𝑏 ∈ 𝐵, 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑠 ∈ 𝑆 (12) 

ℎ𝑏𝑟𝑠 ∈ 𝑅+ ∀𝑏 ∈ 𝐵, 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑠 ∈ 𝑆 (13) 
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𝜃𝑠 ∈ 𝑅+ ∀𝑠 ∈ 𝑆 (14) 

𝑎𝑏𝑟𝑠 ∈ {0,1} ∀𝑏 ∈ 𝐵, 𝑟 ∈ 𝑅, 𝑠 ∈ 𝑆 (15) 

𝑦𝑟𝑠 ∈ {0,1} ∀𝑟 ∈ 𝑅, 𝑠 ∈ 𝑆 (16) 

 A Função Objetivo (3) possui dois termos principais. O primeiro está relacionado 

ao custo total do sistema, enquanto o segundo, adicionado à reformulação do modelo para 

a abordagem robusta, está relacionado à variação do custo total esperado. O coeficiente 𝜆 

é um peso não-negativo que controla o compromisso (trade-off) entre custo esperado e o 

risco. Aumentando-se 𝜆, é possível gerar soluções com baixa variabilidade, mas com 

custos esperados elevados. O problema com 𝜆 = 0 representa o programa determinístico 

tradicional neutro ao risco. A variável auxiliar 𝜃𝑠 foi criada por Yu e Li (2000) para 

linearizar a primeira proposta de aversão ao risco apresentada por Bozorgi-Amiri et al. 

(2013), juntamente com as Restrições (10) e (14). 

 As Restrições (4) restringem a quantidade de partidas em cada cenário de acordo 

com a frota disponível. As Restrições (5) limitam o número máximo de passageiros a 

serem transportados em cada cenário de acordo com a capacidade dos veículos. As 

Restrições (6) garantem que a frequência seja igual ao inverso do intervalo entre as 

partidas, em minutos. As Restrições (7) ativam as Restrições (6) quando há a realização 

de uma viagem em alguma rota. Ou seja, quando a variável binária 𝑎𝑏𝑟𝑠 assume um valor 

igual a um, a relação entre frequência e o intervalo é ativada. Quando não há viagens, 

𝑎𝑏𝑟𝑠 assume um valor igual a zero. As Restrições (8) asseguram que uma rota será 

penalizada sempre que o tempo de espera exceder o valor máximo tolerável. As 

Restrições (9) alocam a demanda total existente, agora por cenário, aos veículos 

disponíveis. As Restrições (10) são auxiliares e permitem a linearização do modelo. Por 

fim, as Restrições (11)-(16) definem o domínio das variáveis de decisão. 

4. Experimentos Computacionais 

O modelo proposto foi aplicado em uma instância com dados de demanda empíricos. 

Contudo, os parâmetros relacionados ao comprimento das rotas e à composição da frota 

foram definidos com base no estudo de Caetano et al. (2022), que aborda as linhas de 

ônibus que operam entre as regiões central e oceânica de Niterói, no estado do Rio de 

Janeiro, Brasil. 

 O número de passageiros transportados varia conforme o cenário simulado. No 

primeiro cenário, ocorre a demanda regular prevista em condições normais, sem 

incidentes que afetem as operações. No segundo, há um aumento de 100% na demanda 

usual. Um estudo da OECD (2021) sugere que a demanda por transporte urbano de 

passageiros mais que dobrará entre 2015 e 2050, após uma queda temporária devido à 

pandemia da Covid-19. Outros contextos, como a gratuidade em algumas cidades 

brasileiras durante as eleições [Diário do Transporte 2022], também podem resultar em 

um aumento nos deslocamentos. No terceiro cenário, optou-se por uma redução de 

aproximadamente 35% no número de passageiros regulares, refletindo uma situação 

semelhante à crise sanitária, onde a fuga do passageiro representou uma perda de 32,6% 

em 2021, comparado a 2019 [Soares 2022]. 

 Os parâmetros referentes à demanda, rotas e frota foram estão resumidos nas 

Tabelas 5 e 6. 
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Tabela 5. Características das rotas e demanda de passageiros. 

  Quantidade de passageiros por faixa horária 

Rota Comprimento (km) Cenário 1 Cenário 2 Cenário 3 

Rota 1 21,23 260 520 169 

Rota 2 22,75 992 1984 645 

Rota 3 38,88 833 1666 541 

Rota 4 21,36 166 332 108 

Rota 5 36,36 401 802 261 

Rota 6 40,19 406 812 264 

Tabela 6. Características da frota disponível. 

Model

o 

Número de 

assentos 

Fator de 

carregamento 

Custo 

operacional 

(
𝑅$

𝑘𝑚
) 

Custo ambiental 

(
𝑅$

𝑘𝑔 𝑑𝑒 𝐶𝑂2
) 

Disponibilidad

e 

1 39 2,15 4,05 0,37 25 

2 42 1,91 4,20 0,42 73 

3 48 1,00 4,80 0,64 47 

 Para monetizar as emissões de CO2, adotou-se o preço global do carbono de 75 

USD por tonelada, conforme recomendação do Fundo Monetário Internacional [Parry et 

al. 2022], com a taxa de conversão de $1,00 = R$5,01 em 04/11/2022. Esse custo foi 

atribuído ao veículo Tipo 1, de maior capacidade nominal. Essa atribuição também 

considerou a ocupação média do número de passageiros [IPEA 2011]. Para os demais 

veículos foi feita uma distribuição relacionada ao número de passageiros. 

 Em relação aos parâmetros sociais, o custo do tempo de espera é estabelecido a 

partir da avaliação subjetiva feita em Romano (2019), sendo fixado em R$4,46. Este valor 

representa a despesa relativa ao tempo perdido pelos passageiros na rede de ônibus. O 

tempo de espera está ainda associado a um multiplicador de ajuste fixado em 2,5. Esse 

valor reflete a percepção dos passageiros sobre o tempo de espera para o embarque, 

podendo ser 2,5 vezes maior do que o tempo real [ACCENT 2016]. 

  O custo do desconforto devido ao deslocamento em pé foi definido em 1,5 

vezes o salário mínimo nacional [Brasil 2023] dividido pela carga horária em minutos 

[Brasil 1988]. Conforme apontam Yap et al. (2020), o incômodo físico em veículos 

lotados, especialmente durante viagens em pé, amplifica a percepção do tempo de viagem. 

Por fim, os custos de transferência e tarifa foram adotados como R$4,05 [RIOCARD 

Mais 2022]. 

4.1. Instâncias 

Foram estabelecidos três vetores de probabilidade para os cenários de demanda 

delineando a base para os testes computacionais e análise dos resultados: 

● Cenário 1 com maior probabilidade (50%) de ocorrência: 𝑃𝑅𝑠  =  {
1

2
,

1

4
,

1

4
}; 

● Cenário 2 com maior probabilidade (50%) de ocorrência: 𝑃𝑅𝑠  =  {
1

4
,

1

2
,

1

4
}; e 

● Cenário 3 com maior probabilidade (50%) de ocorrência: 𝑃𝑅𝑠  =  {
1

4
,

1

4
,

1

2
}; 
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 Este padrão foi adotado de acordo com Carvalho (2023) para examinar a 

sobreposição de um único cenário em relação aos demais. O peso vinculado à variação 

do custo esperado (𝜆) foi ajustado entre 0 e 1,5 para avaliar a mudança na aversão ao risco 

do tomador de decisão. Quando 𝜆 = 0, a solução para cada cenário (𝐶𝑇𝑂𝑇𝑠) coincide com 

a do modelo determinístico individual, pois o segundo termo da Função Objetivo (3) é 

nulo. 

4.2. Resultados e discussões 

O modelo robusto foi implementado utilizando o editor de código-fonte Visual Studio 

Code e a linguagem de programação Python 3.9 em um computador Intel©CoreTM 11ª 

Geração i5- 1135G7, CPU 2.40GHz, com 8GB de memória RAM e sistema operacional 

Windows 11 Home Single Language. Adotou-se o Gurobi Optimizer, versão 9.1.2, que é 

um bom solucionador matemático para problemas não lineares, que é o caso desta 

pesquisa. 

 Por meio de experimentos iniciais, foi observado que o solucionador dedicou 

muito tempo na busca pela otimalidade em algumas instâncias. Portanto, optou-se por 

estabelecer um limite de uma hora para o tempo de processamento em todos os 

experimentos e uma tolerância de gap de 0,1%, a partir do parâmetro MIPGap, do Gurobi. 

  Com 𝜆 = 0, os custos totais de cada cenário (𝐶𝑇𝑂𝑇𝑠) no modelo robusto 

coincidem com as soluções do modelo determinístico individual, conforme detalhado na 

Tabela 7. Vale notar que esses valores refletem os custos específicos de cada cenário. 

Para calcular os custos do sistema, basta multiplicar esses valores pela probabilidade de 

ocorrência de cada cenário. Destaca-se ainda que, devido ao maior número de passageiros 

no Cenário 2, este apresentou a solução mais onerosa. 

Tabela 7. Características da frota disponível. 

Cenário Custo da Solução (R$) 

1  18.614,19  

2 36.657,49  

3  12.706,28  

 Na Figura 1, observa-se a variação do custo no modelo robusto em relação ao grau 

de aversão ao risco para diferentes vetores de probabilidade. Conforme previsto, soluções 

mais conservadoras são alcançadas com valores mais elevados da constante 𝜆. Portanto, 

quanto menor a tolerância às incertezas, mais caras e robustas são as soluções, 

evidenciando maior resiliência diante de diversas situações. 
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Figura 1. Custo do sistema na solução robusta em função da aversão ao risco. 

 Nota-se que, embora a solução do modelo determinístico (ver Tabela 7) seja mais 

benéfica para os cenários de demanda regular (Cenário 1) e baixa demanda (Cenário 3), 

o modelo robusto apresenta soluções mais atrativas para o Cenário 2, quando este ocorre, 

exceto para o 𝜆 = 1,5.  Essa discrepância é explicada pelo gap obtido. 

 Devido à limitação de processamento a uma hora, não foi possível atingir um gap 

igual a zero, resultando em uma diferença, ainda que mínima, em relação à solução ótima. 

O modelo robusto, por sua natureza mais conservadora, visa proteger contra o pior 

cenário, estabelecendo esse cenário como limite na busca por resultados. Em outras 

palavras, os custos das soluções robustas tendem a se aproximar do valor do pior cenário 

à medida que o grau de aversão ao risco aumenta. 

 Os custos totais do sistema estão detalhados na Figura 2. Nota-se que, dependendo 

da aversão ao risco, é possível reduzir os custos operacionais nos Cenários 2 e 3, mesmo 

diante das soluções mais caras propostas do modelo robusto. Devido à magnitude (ordem 

de grandeza) dos custos operacionais adotados no modelo, essa inclinação em priorizar a 

dimensão econômica é observada. No entanto, pode-se afirmar que o modelo faz uma 

análise criteriosa dos parâmetros para identificar a opção mais econômica para o sistema. 
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Figura 2. Custos de cada dimensão sustentável e variação do custo total 

esperado. 

 Uma vantagem adicional da abordagem robusta está na capacidade de aumentar 

consideravelmente o valor de lambda (até 1,5), sem gerar um aumento expressivo nos 

custos, destacando a capacidade do modelo em oferecer soluções resilientes, como visto 

nos Cenários 1 e 3. Além dos custos, a adaptabilidade do modelo é evidente na frequência, 

apresentando soluções similares e compatíveis entre si, conforme demonstra a Figura 3. 

 Considerando o Cenário 1 mais provável, as soluções podem aumentar até cerca 

de 77% do custo total do modelo determinístico (Tabela 7). No entanto, há uma garantia 

de que 75% da solução, ou seja, da frequência obtida, é consistente em todos os cenários. 

Isso revela o nível de robustez, com uma maior proximidade da otimalidade nas situações 

simuladas, o que também é observado no Cenário 3. A tentativa de aproximar as soluções 

é principalmente realizada pela alocação da frota nas rotas, ou seja, pelo arranjo dos 

ônibus. 
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Figura 3. Frequência por rota em função da aversão ao risco. 

 No entanto, ao considerar o Cenário 2 como o mais provável, observa-se uma 

disparidade nos resultados, não mantendo o padrão de similaridade. Isso ocorre quando 

se busca reduzir a diferença entre as parcelas dos diversos cenários (Figura 2), podendo 

resultar em distorções nos valores das variáveis, os quais podem não ser necessariamente 

iguais. Adicionalmente, é importante destacar que, a partir de um determinado valor de 

lambda, as soluções podem se tornar impraticáveis, pois alguns casos apresentaram 

frequências excessivamente altas, não condizentes com a demanda real da rota. 

5. Considerações finais 

 Este estudo aborda a complexidade na determinação do número ideal de viagens 

em redes de ônibus, considerando esferas social, ambiental e econômica. Propõe-se um 

modelo matemático otimizado que incorpora incertezas na demanda esperada em 

diferentes cenários. Experimentos computacionais realizados em uma rede simulada, mas 

com dados semelhantes à realidade, validam o modelo. 

 Os resultados destacam a eficácia da abordagem robusta, que, embora mais 

custosa que o modelo determinístico, oferece uma maior similaridade entre os resultados, 

mitigando grandes variações e possibilitando a redução de custos para operadores nos 

piores casos.  O modelo pode ainda contribuir como ferramenta de apoio à tomada de 

decisão aos operadores, permitindo soluções mais abrangentes sob a ótica sustentável.  

 Uma limitação observada se refere à definição dos valores de probabilidade de 

ocorrência e da constante 𝜆, dependendo da expertise dos tomadores de decisão. A maior 

aversão ao risco testada resultou em discrepâncias nos resultados, ressaltando a 

importância da cuidadosa escolha desses parâmetros para evitar soluções distantes da 

aplicação prática. Outra limitação refere-se ao termo relacionado ao desconforto por 

viagens realizas em pé. Quando o número de passageiros é inferior à capacidade ofertada, 

o termo pode ficar negativo, configurando assim um subdimensionamento da frota. Para 

a instância testada neste estudo, porém, não foi identificado este comportamento, 

considerando o somatório da parcela de desconforto (custo total e custo esperado) para 
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os três cenários e suas respectivas probabilidades de ocorrência. Contudo, dependendo da 

instância, este comportamento pode ser observado. 

 Para pesquisas futuras, recomenda-se a aplicação do modelo em instâncias 

maiores e reais. Além disso, sugere-se revisar a abordagem computacional para 

incorporar a incerteza na taxa de chegada aos pontos de ônibus e calibrar os parâmetros 

de entrada em relação à probabilidade e aversão ao risco. É aconselhável também realizar 

uma análise cuidadosa da ordem de grandeza dos parâmetros escolhidos para evitar uma 

tendência prioritária em aspectos sustentáveis. Também se recomenda a revisão da 

parcela de desconforto, de modo que esta seja computada somente quando o número de 

passageiros excede a oferta. Por fim, outras medidas sustentáveis podem ser trabalhadas, 

como aumento da mobilidade urbana, redução de congestionamentos, entre outros.  
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