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Abstract

Este texto descreve o modelo de Hopfield e ilustra o
seu funcionamento através de algumas aplica¢oes
simples, que facilitam o entendimento do modelo. O
enfoque das aplicagoes é ilustrar o uso da rede de
Hopfield como memdria associativa, que é um
problema classico de redes neuronais. Além disso, o

texto trata do aspecto distribuido do processamento nas
redes de Hopfield.

1. Introducao

1.1 Descrigiio da rede binaria de Hopfield'

Existem dois modelos de redes neuronais
desenvolvidos por Hopfield: o analdgico ¢ o binario.
Aqui trataremos apenas o modelo binario de Hopfield
que, como veremos mais adiante, ¢ utilizado como um
modelo de memoria associativa.

O modelo consiste de uma rede autdmata
representada por um grafo G do tipo parcialmente
concorrente (PC) com n nos, ligados por |E| conexdes.
A cada n6 associa-se um estado v; que depende dos
estados dos outros nés conectados a ele. O estado de
um noé n; de uma rede neuronal no modelo binario de
Hopfield esté restrito ao conjunto {0,1} e ¢ dado pela
expressao:

vi=step(O w,v, +e,—©,) (1)

Jj=1

' As sessdes 1, 2, 3 e 4 foram baseadas em [BA93]
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0,se y<0;
l,sey>0

onde step(y)= e w; € o “peso
sindptico” da ligagdo que parte do neurdnio (n6) n; para
0 neurdnio #;, e; ¢ uma entrada externa para n; ¢ ©, é o

potencial limite de n;, como ilustrado na Figura 1.

n
®; x=2mv+e
=

Figura 1. O estado v; de neurénio em uma rede
binaria de Hopfield é 1 se a entrada parao
neurdnio for estritamente maior que ®;, e é zero
para entradas menores que ©;,

2. Simulac¢io das redes de Hopfield

O comportamento  coletivo dos  neur6nios
interconectados entre si ¢ em geral dificil de ser
analisado. No entanto, uma fun¢do “energia” pode ser
definida que evidencia propriedades muito interessantes
do comportamento dindmico da rede. A fung@o a seguir
define a energia em uma rede neuronal binaria de
Hopfield:

n n n n
E= —ZZWijvivj —Zel.vi +ZHivi . Q2)
i=l j=1 i=1 i=1

A partir da fung@o “energia”, podemos analisar uma
propriedade importante da rede neuronal bindria de
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Hopfield que é dada pelo teorema a seguir, cuja prova
se encontra em [BA93].

Teorema 1 — “Suponha que w; = wy; para todo n;, n; €
N, e seja K < N tal que, sen; nj € K, entdo w; = 0. Se
E, e E, sdo, respectivamente, os valores de E
imediatamente antes e depois que os neuronios n; € K
sdo atualizados concorrentemente como em (1), entdo
E,-E; <0

Ou seja, se dois neurdnios interconectados por um
peso sinaptico diferente de zero ndo atualizam seus
estados concorrentemente, a energia da rede diminui
conforme os estados dos neurdnios sdo atualizados.

2.1. Algoritmo Seqiiencial

O comportamento dindmico das redes neuronais
binarias de Hopfield ndo depende de um parametro de
tempo pertencente ao conjunto dos numeros reais,
devido a funcdo degrau (Eq. 1 e Fig. 1), que descreve a
atualizagdo dos estados dos neurénios. Seu
comportamento depende entdo essencialmente da
concorréncia da atualizagdo dos estados dos neurdnios
conforme enunciado no Teorema 1 da segdo anterior,
que define uma condicdo suficiente para que a
atualizacdo dos neuronios leve a uma sucessdo nao
crescente de valores da fungo de energia.

Outro aspecto que determina o comportamento das
redes binarias de Hopfield ¢ a freqiiéncia relativa com a
qual os neurdnios tém seus estados atualizados. S6 ¢
possivel garantir que minimos locais da fungdo energia
(2) serao atingidos se a cada neurénio ¢ dada a
oportunidade de atualizar seu estado com alguma
freqiiéncia (ver [BA93] pag. 122).

Estes dois aspectos do comportamento de redes
binarias de Hopfield, a concorréncia relativa e a
freqliéncia com a qual os estados dos neurdnios sdo
atualizados, caracterizam estas redes como redes
automatas do tipo PC. Esta rede é obtida escolhendo
como arestas de G os pares n;, n; € N tais que wy; # 0, de
forma que em G o conjunto K mencionado no Teorema
1 forma um conjunto independente.

A fungdo de atualizagdo f'neste caso ¢ tal que x;(s) €
dado pelo valor inicial de v; para s = 0, e para s > 0
pelo valor de v; obtido apds o pulso mais recente no
qual n; estava no conjunto independente. Esta rede
automata pode ser simulada por um algoritmo
seqiiencial que em cada iteracdo percorre todos os
neurdnios em uma ordem pré-fixada e atualiza seus
estados de acordo com (1). Este algoritmo simples
(Figura 2) ¢ executado até que os estados atualizados de
todos os neurdnios sejam iguais aos seus estados
anteriores, apds uma iteracdo de atualizagdo completa
(i.e. os estados ndo mudam mais).

fori:=17tondo
Vii= Vio;

repeat

fori:=1tondo

begin
v, =V,
n
v;i= step (Z wv, +e — 0,
Jj=1
end

until v, = v, forall n; e N.
Figura 2. Algoritmo Seqiiencial,

O algoritmo seqiiencial (Fig. 2) que simula a rede
neuronal apresentada na segdo anterior ¢ relativamente
simples. Nele sdo utilizados trés vetores que
representardo os estados: inicial, anterior e atual, dos
neurdnios. Estes vetores sdo, respectivamente, Vv e
v. No primeiro passo a rede sera inicializada, isto ¢, os
estados dos neurdnios terdo seus valores iniciais iguais
a v’ posteriormente, cada neurénio tera seu estado
atualizado de acordo com a fun¢do de atualizagdo da
rede, até que a rede se torne estavel, isto ¢, até que cada

neurdnio tenha seu estado atual constante (v, =V, ).

3. Uso da rede como uma memoria
associativa

Uma memoria associativa, também chamada de
memoéria enderegavel pelo contetido, ¢ um dispositivo
que permite armazenar itens que depois podem ser
recuperados baseando-se apenas em informagdo
incompleta sobre o proprio item a ser recuperado.
Memorias associativas possuem numerosas aplicacdes e
nestas aplicagdes os itens a serem armazenados sao
tipicamente particionados em campos, cada um com
uma semantica especial. Um ou mais destes campos sao
as chaves para o item, e sdo apresentados para a
memoria quando o item precisa ser recuperado. A
recuperacdo do item disponibiliza os outros campos
para uso.
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A rede neuronal de Hopfield pode ser usada como
um modelo de memoria associativa. A idéia basica ¢
simples: como a evolucdo da rede leva a estados
estaveis, cada item a ser armazenado pode ser associado
a um destes estados. Quando inicializada em um estado
“préximo” ao estado que representa o item desejado, a
rede evolui para este estado estavel e o item pode ser
recuperado totalmente. Configurar a rede binaria de
Hopfield para funcionar como uma memoria associativa
envolve pelo menos trés pontos importantes:
estabelecer uma medida de “distancia” entre os estados;
uma técnica para a determinagdo dos parametros da
rede (essencialmente os pesos das sinapses); ¢ a
determinacdo do numero de itens que poderdo ser
armazenados na rede (em fung¢do do numero de
neurdnios).

4. A Regra de aprendizado de Hebb na

inicializacio dos pesos das conexdes e
propriedades
Em redes neuronais, regras de aprendizado

consistem nos meios para se configurar os pesos das
conexdes entre os neurdnios. A regra utilizada para o
armazenamento de um padrdo de entrada no modelo
binario de Hopfield ¢ dada por:

1 . .
MK, S8 T 3)
0,se i=j

onde u ¢ um padrao de entrada para a rede.
Para o armazenamento de P padrdes de entrada,
pode-se utilizar a regra de Hebb dada a seguir:

)

—Q uluy sei#

WU = p=1 / (4)
O,sei=j

para todo n,, n; pertencente N.

A expressao (4) acima descrita ¢ conhecida como a
regra de Hebb para o aprendizado. A configuraciao dos
pesos sinapticos pode ser vista como o processo através
do qual a rede “aprende” quais padroes serdo
armazenados. Para um padrdo p para algum q tal que
1 <gq <P, aentrada para n; ¢, pela expressdo anterior:

n 1 n_ P
2wtt] = DD Kk

J=1 p=1
J#i

P PP 4
i I’l—l q % /ui :u_/ /uj
SRR WY
n j=1 p=1 n
J#i p#q

(3)

para todo n; € N.
Agora considere o somatério duplo na expressdo
anterior, freqiientemente chamado de termo de

crosstalk. Se este somatorio ¢ menor que (1 - /) /n para
todo n; € N, entdo a entrada para cada n; tem o sinal de

,Ll,-q , de forma que 7 é estavel, ja que a condigo de

estabilidade de 7 ¢ dada por (ver Eq. 1, onde os

estados assumem os valores 1 e —1 e a fungdo step foi
substituida pela fun¢@o sign):

= sign > wiul | (6)
=

para todo n; € N com os w; calculados conforme (4).

Se o termo de crosstalk ¢ maior ou iguala (n—1)/n
para algum padrdo ££? em algum neurénio n,, entdo ¢
¢ instavel. Certamente, espera-se um numero maior de
padrdes instaveis a medida que P aumenta, isto €, a
medida que tentamos armazenar mais padrdes na rede.
Uma questdo fundamental é a determinagdo da
capacidade da rede, isto ¢, o nimero maximo de
padrdes que a rede pode armazenar.

Dito deste modo, o conceito de capacidade da rede ¢
obviamente impreciso, ja que ele depende intimamente
da precisdo desejada no processo de recuperagdo dos
padrdes. Vdrias analises t€ém sido feitas na literatura
para se determinar a capacidade de uma rede binaria de
Hopfield. Para andlises feitas utilizando padroes
aleatoriamente gerados, com cada neurdnio tendo igual
probabilidade de assumir o estado -1 ou 1, resumimos
as seguintes conclusdes. Se erros em uma pequena
fragdo de neurdnios sao tolerados, a capacidade da rede
¢ proporcional a n, mas ndo maior do que 0,/38n (neste
caso, uma fragdo de 0,36% de neuronios com estados
errados quando a rede estabiliza sera tolerada). Se, por
outro lado, ¢ necessario que todos os neurénios sejam
perfeitamente recuperados, entdo a capacidade da rede é
proporcional a n / log(n) [HE91].

Quando uma rede binaria de Hopfield ¢ empregada
como uma memoria associativa, o grafo G que da a
estrutura da rede autdmata do tipo PC correspondente
depende intimamente dos padroes a serem
armazenados. Suponha, por exemplo, que calculamos
0s pesos sinapticos a partir da equag@o 4. Se os padroes
sdo gerados aleatoriamente, como  discutimos
anteriormente, entdo a probabilidade de que um peso
sinaptico seja zero, se P ¢ par (nenhum peso sinaptico
pode ser zero se P ¢ impar), ¢ de [BA93]:

P Y1) ,
— | ,se Pépar
P/2)\2

0,se P ¢ impar.

)

Para P = 138, que é o maior numero de padrdes que
podem ser armazenados em uma rede com /000
neurénios, de acordo com um dos critérios vistos
anteriormente, temos uma probabilidade aproximada de
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0,07 (7%) de um peso sinaptico ser igual a zero.
Conforme aumentamos o numero de padrdes
armazenados esta probabilidade tende a diminuir ainda
mais, tornando G um grafo muito denso, fazendo assim
com que a simulagdo paralela e distribuida da rede
automata do tipo PC tenha muito pouca concorréncia.
Os pesos sinapticos gerados por aplicacdes reais, por
outro lado, podem se comportar de modo diferente, ¢
podem entdo permitir uma concorréncia razoavel
durante a simulagdo paralela e distribuida.

5. Implementacoes

Para ilustrar o funcionamento da rede de Hopfield
foram desenvolvidos trés programas. O primeiro
programa foi implementado para a verificacdo da
capacidade da rede de “memorizar” padrdes de estados
de neuronios. O segundo e o terceiro programas sao
adaptacdes do primeiro de modo a tornar os exemplos
mais visuais. No segundo programa, que ¢ uma
implementagdo simples de uma memdria associativa,
cada grupo de seis neurdnios representam um caracter
e, deste modo, a rede pode armazenar e recuperar
palavras ou frases. O terceiro programa trabalha com
imagens formadas por caracteres que sdo mapeados
para estados de neurdnios, fazendo com que a rede
armazene € recupere (reconstrua) estas imagens.

5.1. Descricao das Aplicacoes

O primeiro programa ¢ utilizado para verificagdo de
dados estatisticos da rede. Ele permite criar uma rede
neuronal com um nimero variavel de neurdnios. E
possivel apresentar padrdes para que a rede os
armazene; estes padrdes podem ser gerados tanto
manualmente (informados pelo usuario) ou pelo proprio
programa (geragdo aleatoria automatica). Uma vez
configurados os pesos das conexdes (fase de
aprendizado), é possivel apresentar a esta rede padroes
a serem recuperados por ecla. Estes padrdes contém
alguns estados incorretos em relagdo a um dos padrdes
armazenados na rede, de forma que enquanto os estados
dos neurdnios sdo atualizados pela rede, os estados
incorretos vao sendo corrigidos até que um padro
muito proximo ou igual a um dos armazenados ¢
retornado, ou seja, a rede converge para um estado
armazenado. Os dados estatisticos do programa
mostram quantos testes foram realizados, o numero de
acertos da rede e a taxa de acertos (porcentagem de
padrdes testados que foram corretamente recuperados).
Relatamos estes resultados na sessdo 6.

O segundo programa, de forma bastante aproximada,
visa a funcionar como um “corretor ortografico”. A
idéia ¢ a mesma: consiste em apresentar frases a serem
armazenadas pela rede e frases de teste a serem
‘corrigidas’ pela rede. Assim, é possivel armazenar a
palavra ‘projeto’ e quando a palavra ‘projet’ ¢
apresentada como teste, a rede converge para um estado
final estavel e ‘projeto’ ¢ dado como resposta.

O terceiro programa, mais uma vez, apresenta a
mesma proposta, mas utilizando um aspecto mais
visual: ele armazena imagens simples. Assim, conforme
mostrado na Figura 3, se a imagem 1 é armazenada na
fase de treinamento da rede. Quando a imagem 2 ¢
apresentada posteriormente, a rede retorna a imagem 3.
Desta forma, a rede pode ser utilizada como corretora
de imagens.

%k %k % % % % %k %k %
% % % * %

* %% * %% % % %
Imagem 1 Imagem 2 Imagem 3

(entrada) (teste) (saida)

Figura 3. Teste de funcionamento do terceiro
programa. E dado como entrada a Imagem 1,

....... como teste a Imagem 2, tendo como respostea a
Imagem 3.

6. Resultados

Em primeiro lugar, foi testada a capacidade de
armazenamento da rede usando a implementagdo
descrita em 5.1. Os testes foram feitos para redes com
10, 20, ... 100 neuronios. Para cada uma destas redes
foram armazenados um numero p de padroes tal

que p =|_0,138nJ conforme descrito na sessdo 4

[HE91]. Utilizando o primeiro programa descrito na
sessdo 5.1, verificamos que quando os proprios padroes
armazenados sdo fornecidos a rede, sua capacidade
obedece a regra de proporcionalidade mencionada neste
texto conforme mostra o grafico da Figura 4, cuja reta
que representa os resultados das experiéncias tem um
coeficiente aproximadamente igual a 0,/38. Ou seja, a
rede sempre converge para um padrdo correto quando
apresentada um dos padrdes armazenados.

Capacidade da rede de Hopfield

EEE

N° de padrdes armazenados

oON B~ O O®®O

10 20 30 40 50 60 70 80

N° de neurénios da rede

Figura 4. Grafico da capacidade da rede
neuronal de Hopfield.

Para padroes de teste diferentes dos padroes
armazenados, verificou-se que nem sempre a rede
converge para um padrdo armazenado. Na verdade,
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vimos que a rede erra para um numero consideravel de
padrdes de teste, principalmente quando temos uma
rede com um grande numero de neurdnios. Em relacao
a este fato, devemos ter em mente duas consideragdes
importantes.

Em primeiro lugar devemos lembrar que uma rede
neuronal artificial ¢ um sistema baseado no aprendizado
assim como as redes neuronais bioldgicas, portanto, ndo
se pode esperar que estas redes fornecam sempre
resultados corretos. A precisdo dos resultados esperados
estara diretamente ligada a regra de aprendizado e ao
modelo adotado. Desse modo, modelos de redes
diferentes com diferentes regras de aprendizado
fornecerao resultados proximos, porém nao iguais.

A outra consideracdo advém de outras experiéncias
realizadas com a rede. A medida que a rede armazena
novos padrdes, estes tendem a “atrapalhar” outros
padrdes que ja estdo armazenados, i.c., a rede tende a
“esquecer” padrdes ja armazenados a medida que ela
“aprende” novos padrdes. Entretanto, se forcarmos que
a rede “aprenda” novamente um padrio que ecla
“esqueceu”, perceberemos que as chances de ela
retornar este padrdo aumenta. Trata-se, portanto, de
mais uma caracteristica semelhante ao cérebro humano.
Por exemplo, quando temos que estudar para algum
exame, temos que ler a matéria duas, trés ou mais vezes
para que possamos memoriza-la.

7. Conclusoes e Trabalhos Futuros

Neste trabalho, tentamos mostrar o funcionamento
de uma memdria associativa baseada no modelo binario
de Hopfield. Vimos que o papel da rede neuronal de
Hopfield é fazer evoluir no tempo os estados dos
neurdnios até que um valor minimo da fungdo de
energia associada aos estados da rede seja atingido.
Através desta propriedade, a rede pode ser adaptada
para a solugdo de alguns problemas computacionais,
além da possibilidade de se modelar de forma
exageradamente aproximada o funcionamento da
memoria humana.

Quanto ao campo da modelagem cerebral,
percebemos que a rede neuronal bindria de Hopfield
tem algumas caracteristicas semelhantes a memoria
humana. A memodria humana pode ser também
considerada uma memoria enderegada pelo contetdo, ja
que, por exemplo, muitas vezes podemos lembrar de
acontecimentos inteiros tendo apenas uma pequena
parte dos fatos. Além disso, verificamos outras
caracteristicas importantes da rede de Hopfield que ¢ a
tolerancia a falhas e o processo de memorizagao.

Vimos que a Regra de Hebb, apesar de sua
simplicidade, se mostrou ineficiente para padroes de
testes nao aleatorios. Vale lembrar que existem outros
algoritmos de aprendizado até mesmo mais precisos que
o descrito neste trabalho, por exemplo os algoritmos
genéticos.

Como desdobramento deste trabalho podemos citar a
implementagdo do algoritmo de escalonamento de

neurdnios a serem atualizados para a simulagdo paralela
e distribuida da Rede Neuronal Binaria de Hopfield e a
pesquisa e implementacdo de novos algoritmos de
aprendizado.
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