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Abstract

Um grande desafio para a drea de Algoritmos é o con-
junto de problemas que formam a classe NP-Completo.
Trata-se de inumeros problemas de grande importdncia te-
Orica e prdtica, para os quais ndo sdo conhecidas solug¢oes
computacionais eficientes. Varias técnicas tém sido desen-
volvidas para tentar contornar a intratabilidade desses pro-
blemas. Dentre elas, uma das primeiras foi o Simulated An-
nealing. Este trabalho explica e ilustra a técnica, aplicando-
a a dois problemas classicos, ambos relacionados a um ta-
buleiro de xadrez: o Percurso do Cavalo e Damas Pacificas.
O objetivo é muito mais diddtico do que o de buscar solugoes
eficientes para os problemas, uma vez que essas solugoes ja
existem.

1 Introducao

Neste trabalho iremos utilizar a técnica ‘Simulated An-
nealing’ (SA) para a resolucé@o de dois problemas classicos,
relacionados ao jogo de xadrez: ‘Percurso do Cavalo’ (Kni-

ght Tour) e ‘Damas Pacificas’ (Eight Queens). Assim, ex-
emplificaremos como a técnica ¢ utilizada, sua simplicidade
e flexibilidade na resolug@o de problemas. Devemos, entre-
tanto, observar que os dois problemas tratados pertencem a
classe P de problemas, pois existem heuristicas conhecidas
capazes de resolvé-los facilmente.

Este trabalho esta organizado da seguinte maneira: Na
Secgdo 2 abordaremos a complexidade de problemas com-
putacionais e as classes de algoritmos desenvolvidos para
soluciona-los. Na Secao 3 estudaremos a técnica Simulated
Annealing. Na Secdo 4 introduziremos os problemas Per-
curso do Cavalo e Damas Pacificas e aplicaremos a técnica
do Simulated Annealing para resolvé-los, coletando os re-
sultados obtidos e fazendo a analise necessaria. Finalizare-
mos nas Conclusdes, com nossas observagoes finais sobre o
trabalho.

2 Complexidade de algoritmos

Os conceitos a seguir sdo de utilidade para este artigo e
encontram-se mais detalhados em varios livros classicos [1]

[4].
2.1 Fundamentos

Um algoritmo ¢ um método utilizado para resolver uma
classe de problemas em um computador. A complexidade
de um algoritmo ¢ o custo, medido em tempo de execugio,
ou espaco utilizado, ou em quaisquer unidades relevantes,
do uso do algoritmo para a resolucdo de um desses
problemas. Alguns problemas requerem uma grande quan-
tidade de tempo, outros sdo solucionados rapidamente. Al-
guns problemas parecem precisar de muito tempo, e entdo
alguém descobre uma maneira melhor de soluciona-los (um
algoritmo mais rapido). O estudo da quantidade de esforco

computacional necessario para realizar certos tipos de computagdes

¢ o estudo da complexidade computacional.

Naturalmente poderiamos esperar que um problema com-
putacional que requeira milhdes de bits de dados de entrada
ira ser solucionado mais lentamente que outro
problema que precisa apenas de uns poucos itens de entrada.
Portanto, a complexidade temporal de um célculo ¢ medida
expressando-se o tempo de execugdo do mesmo como uma
funcdo relacionada a quantidade de dados necessarios para
descrever o problema no computador.

Por exemplo, um programa inversor de matrizes pode
ser capaz de inverter uma matriz n X n em 1.2n% minu-
tos. Essa ¢ uma descri¢do tipica da complexidade de um
algoritmo qualquer, onde o tempo de execugdo ¢ dado em
funcdo do tamanho da matriz de entrada. Um programa
mais rapido poderia realizar a inversdo da matriz em 0.8n3
minutos, por exemplo. E se alguém fizesse uma descoberta
realmente importante na area, talvez pudéssemos reduzir o
expoente da fun¢do, ao invés de reduzir apenas a constante
de multiplicagdo.
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Assim sendo, podemos introduzir o conceito de proble-
mas faceis e dificeis: Um problema cujo tempo de execucdo
¢ expresso no maximo como uma fung@o polinomial da quan-
tidade de dados de entrada é considerado um problema facil,
caso contrario, ¢ um problema dificil. Por exemplo, se o
tempo de execugio de um problema é representado por cn®
(onde ¢ ¢ uma constante e n ¢ a quantidade de dados de en-
trada), este pode ser considerado um problema facil. Ja se
uma certa computaco realizada em uma matriz n x n levar
2™ minutos, esse seria um problema dificil.

Naturalmente algumas das computacdoes que estamos
chamando ‘faceis’ podem levar muito tempo para serem
efetuadas, mas ainda assim, do nosso ponto de vista
atual, a importante distingdo a ser mantida é a garantia de
tempo polinomial ou ndo. Muitos problemas na area da
Ciéncia da Computagao sdo considerados faceis. Para con-
vencer alguém que um problema ¢ facil, basta descrever
uma maneira rapida para solucionar aquele problema.

Ja convencer alguém que um problema ¢ dificil ¢ bem
complexo, pois € necessario provar a impossibilidade de en-
contrar uma maneira rapida de realizar o calculo da solugéo.
Nao ¢ suficiente apontar um algoritmo especifico e de-
monstrar a sua lentiddo, pois, afinal de contas, pode
ser que esse algoritmo especifico seja lento, mas isso néo
impede que exista uma maneira mais rapida de solucionar o
problema. O problema de inversdo de matrizes n X n ¢ um
problema facil, resolvido pelo método de eliminacdo gaus-
siana em tempo polinomial (cn?).

Para dar um exemplo de um problema dificil podemos
citar o seguinte: Suponha que temos infinitos azulejos, to-
dos em formato hexagonal, de mesmo tamanho. Podemos
cobrir um plano inteiro com eles, de maneira perfeita, ou
seja, sem deixar espagos vagos entre eles. Isso também
pode ser feito se os azulejos forem retangulares, mas néo
¢ possivel fazé-lo se estiverem em formato pentagonal.

Figura 1. Plano coberto por formas hexago-
nais/retangulares

Agora, suponha que tenhamos infinitos azulejos, na forma
de um poligono qualquer, ndo necessariamente regular e/ou
convexo. E possivel ou ndo preenchermos perfeitamente um
plano com eles? Essa questdo foi provada computacional-

mente impossivel de ser resolvida. Em ou-
tras palavras, ndo apenas nao sabemos de um meio rapido
de resolver esse problema em um computador; além disso,
provou-se ndo haver nenhuma maneira de se fazer isso. Entdo,
procurar por um algoritmo para o problema ¢ inutil. Isso
ndo significa que a questao ¢ dificil para todos os poligonos.

Problemas dificeis podem possuir instancias faceis de
serem resolvidas. O que foi provado ¢ a inexisténcia de um
método tnico que resolva a questdo para todos os poligonos.
Note que a quantidade de dados de entrada para esse
problema ¢ minima: ¢ necessario apenas indicar o formato
do poligono desejado. Ainda assim, nao apenas ¢ impossivel
descobrir um algoritmo rapido para esse problema, como
também se provou impossivel encontrar um algoritmo qual-
quer que seja capaz de dar uma resposta Sim/Nao para o
problema apds um numero finito de passos.

2.2 Problemas faceis X Problemas dificeis

Agora vamos definir melhor o que queremos dizer quando
declaramos uma computac@o como ‘facil’ ou “dificil’. Pense
em um algoritmo como se fosse uma pequena caixa, ca-
paz de resolver uma certa classe de problemas computa-
cionais. Colocamos dentro da caixa a descri¢do de um pro-
blema particular pertencente aquela classe, e ap6s um certo
periodo de tempo a resposta aparece. Um algoritmo rapido
seria um que garante uma rapida performance. Seguem al-
guns exemplos:

1) Se o problema for descrito com b bits de entrada, entdo
uma resposta sera dada em no maximo em 6b* minutos.

2) E garantido que qualquer problema definido a partir
de b bits de entrada sera resolvido em, no maximo, 0.7b se-
gundos.

Uma garantia de performance, como as duas citadas acima,
¢ normalmente chamada de ‘estimativa de complexidade do
pior caso’, por motivos 6bvios. Por exemplo, se temos um
algoritmo que organize uma sequéncia de nimeros quais-
quer em ordem crescente, ele podera descobrir que certas
sequéncias sdo mais faceis de serem organizadas que out-
ras. Por exemplo, a sequéncia 1,2,7,8,11,10,20 ja esta
praticamente em ordem, portanto nosso algoritmo podera,
se tirar vantagem desse fato, organizar a sequéncia rapida-
mente. Outras sequéncias podem ser mais complexas para
organizar, portanto levardo mais tempo.

Sendo assim, em alguns problemas cuja entrada possui
b bits, o algoritmo pode operar em 6b unidades de tempo,
e em outras, ele pode precisar de, por exemplo, 10blogb
unidades de tempo, e ainda para outras instancias dessa classe
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de problemas com entrada de b bits o algoritmo pode pre-
cisar de 5b? unidades. Mas o que a garantia nos diz? Ela
precisa lidar com a pior possibilidade, pois sendo ela ndo
sera valida. Ela assegura ao usuario que, se o problema
de entrada for descrito por b bits, entdo uma resposta sera
dada em, no maximo, 56> unidades de tempo. Portanto,
uma garantia de performance ¢ equivalente a uma estima-
tiva da pior possibilidade: o tempo de resolu¢do mais longo
possivel para um problema de entrada de b bits.

Uma garantia que ndo nos assegura uma performance
rapida deve conter alguma funco de b que cresca mais rapi-
damente que qualquer polindmio. Como por exemplo e’, ou

1
2% | E a garantia de tempo polinomial que faz a diferenca
entre as classes de problemas faceis e dificeis, e entre os al-
goritmos rapidos e lentos. E altamente desejavel trabalhar
com algoritmos tais que sua garantia de tempo de execucdo
seja, no maximo, uma fungao polinomial do nimero de bits
de entrada.

Concluindo, um problema computacional ¢ tratavel se
existe um algoritmo rapido que solucione todas as suas
instancias. Um problema ¢ intratavel se foi provado que
ndo existe um algoritmo rapido para resolvé-lo.

Exemplo: consideremos um problema computacional
bem conhecido, e um algoritmo para soluciond-lo. Vejamos
se esse algoritmo possui uma garantia de tempo polinomial
ou ndo: Seja n um nimero inteiro. Queremos descobrir se
n € composto e, em caso afirmativo, queremos escrever 7
como o produto n = f1.f2, onde fi e fo sdo inteiros difer-
entes de 1. Ou seja, queremos fatorar n.

O algoritmo escolhido ¢ o seguinte: Para cada numero
inteirom = 2,3, ..., n perguntaremos se m ¢ divisor ex-
ato de n. Se todas as respostas foram ‘ndo’, entdo declaramos
que n € um numero primo. Caso contrario, 7 ¢ um numero
composto ¢ f; = m, onde m ¢ 0 menor nimero que divi-
diu exatamente n. Entfo, fo = n/m. Vamos analisar a
complexidade computacional desse algoritmo. Isso quer
dizer que iremos determinar quanto trabalho ¢ envolvido
na realizagdo desse teste. Para um numero inteiro n, o
traba- lho que sera realizado pode ser medido em unidades
de divisdes de um numero inteiro por outro numero inteiro.
Nessa medida, teremos n® unidades de trabalho. Parece
que temos entdo um problema tratavel, pois nZ cresce poli-
nomialmente em fungdo de n.

Sendo assim, de acordo com a definigdo anterior de algo-
ritmos lentos e rapidos (cuja distingdo foi feita levando em
conta o crescimento polinomial x crescimento mais rapido
que polinomial da quantidade de trabalho para solucionar o
problema), esse problema deve ser facil. Sera?

Nao exatamente. Ao retornarmos a defini¢ao da distingéo
entre métodos lentos e rapidos, vemos que temos que medir

a quantidade de trabalho realizado em funcdo do numero
de bits de entrada do problema. Neste exemplo, n nio € o
numero de bits de entrada. Por exemplo, se n = 59, nds
ndo precisamos de 59 bits para descrever n, apenas 6. Em
geral, o nmero de digitos binarios em um string de bits que
representa um nimero inteiro ¢ préximo de log n.

Portanto, no problema anterior, o tamanho da entrada b
¢ aproximadamente logn. Visto desta maneira, o calculo
da soluc@o passa a se tornar muito longo, pois um string
que consiste de apenas log n digitos binarios faz com que o
computador realize nz unidades de trabalho. Se expressar-
mos a quantidade de trabalho realizado em fungao de b, de-
scobriremos que a complexidade desse calculo ¢ de aproxi-
madamente 22, que apresenta um crescimento muito maior
que qualquer fun¢o polinomial de b.

Consequentemente, o método que discutimos para fa-
torar um inteiro n ¢ lento, e até hoje ninguém encontrou
uma maneira significativamente melhor de realizar a tarefa,
mas também ninguém provou que ndo existe uma maneira
mais rapida. A Fatoragdo pertence a classe de problemas
que sdo aparentemente (mas ndo asseguradamente) intra-
taveis.

2.3 NP - Completeza

Nos topicos anteriores vimos que existem problemas para
os quais ainda ndo foram encontrados algoritmos rapidos,
e nem se provou que tais algoritmos ndo poderdo ser en-
contrados. Agora nos analisaremos uma grande familia de
problemas, que ndo sdo apenas uma lista de problemas com-
putacionais aparentemente dificeis; Na verdade eles estdo
ligados por fortes lagos estruturais. Essa colegdo de pro-
blemas, chamados de problemas NP-completos, inclui varias
questdes muito conhecidas e importantes na area da
matematica computacional, como as seguintes:

Problema do caixeiro viajante: Dados n pontos em um
plano (cidades) e uma distadncia d. Existe uma rota que
passe por todas as n cidades, retorne ao ponto de partida,
e cuja distancia seja menor ou igual a d?

Coloragdo de grafos: Dados um grafo G e um inteiro k.
Os vértices de G podem ser adequadamente coloridos (de
maneira que cada vértice nunca esteja ligado a um vértice
de mesma cor que a dele) usando k£ ou menos cores?

Empacotamento: Dado um conjunto finito S de inteiros
positivos, e um inteiro n (o nimero de pacotes). Existe uma
particdo de S em n ou menos subconjuntos tal que a soma
dos inteiros em cada subconjunto seja menor ou igual a k?
Em outras palavras, podemos ‘empacotar’ os inteiros de S
em, no maximo 7 pacotes com capacidade maxima k?
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Estes sdo problemas computacionais muito dificeis. Por
exemplo, ao analisar o problema de coloragdo de grafos,
poderiamos tentar todas as possiveis maneiras de colorir
os vértices de G com k cores para verificar se alguma de-
las funciona. Existem k" possibilidades, se G' possui n
vértices. Portanto uma grande quantidade de recursos com-
putacionais sera utilizada, quantidade tdo grande que, se G
possui 50 vértices e tivermos 10 cores disponiveis, o pro-
blema estara muito além da capacidade dos computadores
mais rapidos existentes atualmente. Entretanto, problemas
dificeis podem ter instincias simples. Se o grafo G ndo
possuir nenhuma aresta, ou um nimero pequeno delas, serd

bem simples descobrir se uma coloragdo adequada é possivel.

Sendo assim, ndo existe contradi¢do no fato de que o prob-
lema ¢ dificil e de que existem instancias simples dele. A di-
ficuldade do problema vem da aparente impossibilidade de
produzir um algoritmo que garanta soluciona-lo em tempo
polinomial, como vimos anteriormente.

Agora vamos retornar as propriedades da familia de pro-
blemas NP-completos. Abaixo seguem algumas delas:

1) Todos os problemas parecem ser computacionalmente
muito dificeis, e nenhum algoritmo de tempo polinomial foi
encontrado para nenhum deles.

2) Ainda ndo foi provada a inexisténcia de algoritmos
com tempo polinomial para estes problemas.

3) Esta familia de problemas esta ligada por uma pro-
priedade. Se um algoritmo rapido puder ser encontrado
para um problema NP-completo entdo existem algoritmos
rapidos para todos os problemas da familia.

4) Analogamente, se puder ser provado que ndo existe
um algoritmo rapido para um dos problemas da familia,
entdo ndo haverd algoritmo rapido para nenhum dos out-
ros problemas.

As propriedades acima nao pretendem ser uma definigéo
formal do conceito de NP-completeza. Elas sdo apenas uma
lista de caracteristicas interessantes desses problemas que,
quando combinadas com a importancia tedrica e pratica dos
mesmos, dao razao ao intenso esforco mundial de pesquisa
que tem sido efetuado para estuda-los nos ultimos anos. A
questdo da existéncia ou ndo de algoritmos de tempo poli-
nomial para os problemas NP-completos provavelmente é
o principal problema tedrico ainda ndo solucionado na area
da Ciéncia da Computagdo atualmente.

2.4 Alternativas para a intratabilidade

Se tivéssemos que solucionar um problema NP-completo,
certamente estariamos diante de um processo de computagao
extremamente longo. Existe algo que pode ser feito para
reduzir esse problema? Em varios casos foram desenvolvi-
dos algoritmos probabilisticos ¢ de aproximagdo bastante
engenhosos, ¢ de grande valia nessa questdo. A seguir sdo
citadas algumas das estratégias que foram desenvolvidas:

Tipo 1: Quase sempre eficiente

Os algoritmos desse tipo apresentam as seguintes pro-
priedades:

(A) Sempre operam em tempo polinomial

(B) Quando encontram uma solugao ¢ sempre uma solugao
correta

(C) Nem sempre encontram solugdo, mas normalmente
o fazem, considerando que a taxa de sucessos em relagdo
ao numero de casos aumenta de maneira proporcional ao
tamanho da entrada.

Tipo 2: Usualmente rdapido

Nesta categoria estdo os algoritmos cuja incerteza esta
no tempo necessario para se encontrar uma solu¢do.Um al-
goritmo desse tipo ira:

(A) sempre encontrar uma solugao e ela sempre sera cor-
reta

(B) operar em uma média de tempo sub-exponencial,
mas as vezes ird operar em tempo exponencial. A média
¢ feita sobre todas as entradas de um mesmo tamanho.

Tipo 3: Usualmente correto

Neste tipo de algoritmo ndo se consegue a resposta cor-
reta, mas se chega proximo & mesma; em compensagao,
esses algoritmos normalmente sdo bem rapidos.

Assim, os algoritmos desse tipo irdo:

(A) executar em tempo polinomial

(B) sempre encontrar alguma resposta

(C) garantir que a resposta encontrada nio difere da 6tima
além de uma faixa especificada.

Dentre essas abordagens, podemos citar as meta-heuris-
ticas, algoritmos que utilizam métodos engenhosos para ga-
rantir a proximidade da resposta 6tima ao problema.

Na proxima se¢do analisaremos um dos primeiros algo-
ritmos meta-heuristicos : Simulated Annealing.

3 A técnica Simulated Annealing
3.1 Introducao

Simulated Annealing é uma heuristica probabilistica para
problemas de otimizacdao global que geralmente encontra
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uma boa aproximagao do 6timo global.

Foi criada em 1983 por Kirkpatrick [2], quando este pro-
p6s um método baseado no algoritmo Metropolis Monte
Carlo Simulation [2] para encontrar o nivel de energia mi-
nimo ou maximo para um determinado sistema.

O termo ‘annealing’ refere-se a um processo metalirgico
de resfriamento térmico usado para tornar o metal o mais
forte possivel. Este procedimento comega pelo aquecimento
de um metal até uma alta temperatura, de forma que o metal
se torne liquido e os atomos possam se mover de forma
relativamente livre. A temperatura do metal ¢ entdo lenta-
mente diminuida de forma que, a cada nova tempe- ratura,
0s atomos possam se mover o suficiente para comecar a ado-
tar uma posi¢ao mais estavel. Se o cristal é resfriado sufi-
cientemente devagar, os d&tomos estardo aptos a ‘relaxar’ na
posic¢do mais estavel. Este processo de resfriamento lento
¢ conhecido como annealing, ¢ entdo o método ficou con-
hecido como Simulated Annealing.

3.2 Simulac¢iao Monte Carlo

A simulagdo Monte Carlo usa movimentos aleatorios pa-
ra explorar o espago de busca, a fim de encontrar alguma
informac@o sobre o espago. Em uma simulagdo de Monte
Carlo, todos os movimentos aleatorios sdo aceitos, uma vez
que a intengdo ¢ percorrer todo o espago, para depois chegar
a alguma conclusdo baseada na estatistica gerada pela funcao
de restrigao [7].

O método ¢ conhecido por este nome devido aos jogos
de roleta, um dispositivo gerador de nimeros aleatorios, en-
contrados nos cassinos do principado de Monaco [10].

Vejamos um exemplo classico. Considere o seguinte
problema: queremos fazer uma simulacdo que nos permita
encontrar o valor de 7. Isso sera feito da seguinte forma:
considere um quadrado que tem um canto na origem de um
sistema de coordenadas e que possui lados de tamanho 1.
Agora considere inscrever a quarta parte de um circulo de
raio 1 neste quadrado, como mostrado na Figura 2.
Sabemos que a sua area é 7/4. Podemos entdo utilizar a
simulagdo de Monte Carlo para encontrar a area relativa da
quarta parte do circulo e quadrado e depois multiplicar a
area da quarta parte do circulo por 4 para encontrar o valor
de 7.

Em particular, o modo que encontraremos a area do cir-
culo é baseado no seguinte: para um ponto (z,y) pertencer
a um circulo de raio 1, sua distancia da origem (z2 + y?)
devera ser menor ou igual a 1. Podemos gerar milhares de
pontos (z,y) aleatdrios e determinar quando cada um deles
esta dentro do circulo. Cada vez que um ponto estiver den-

Figura 2. llustragao da simulagao Monte Carlo

tro do circulo, iremos somar 1 a um contador. Apds gerar
um grande nimero de pontos, a razdo entre o nimero de
pontos dentro do crculo e o niimero total de pontos gerados
ird se aproximar da razdo entre a area do circulo e a area
do quadrado. Conseqentemente, o valor de 7 sera, aproxi-
madamente: 7 = 4d/ f,

onde d = numero de pontos dentro da quarta parte do
circulo ¢ f = numero de pontos gerados. Portanto, pode-
mos encontrar uma aproximagao para 7 com uma matema-
tica simples utilizando-se dos dados gerados através da si-
mulagdo de Monte Carlo.

3.3 Simulacio Metropolis-Monte Carlo

Como sabemos, as simula¢oes de Monte Carlo usam mo-
vimentos aleatdrios para explorar o espaco de busca no in-
tuito de encontrar alguma informacao sobre ele. Em 1953,
Nicholas Metropolis e seus colaboradores propuseram um
novo procedimento de amostragem, o qual incorporava uma
temperatura do sistema.

Isto ¢ feito para que o critério de Boltzmann (veremos
adiante) possa ser facilmente aplicado. Este método de Monte
Carlo modificado ¢ conhecido como uma simulagdo Metropo-
lis Monte Carlo [6].

Em muitos sistemas fisicos, como por exemplo, os sis-
temas de particulas, a temperatura desempenha um papel
fundamental na dinadmica que pode ser observada. O algo-
ritmo de Metropolis ¢ uma técnica de amostragem impor-
tante, ele testa o espacgo de busca de acordo com a forma da
funcdo que ¢ integrada. O algoritmo de Metropolis comega
com um estado aleatorio do sistema. Entdo, tomando como
base o estado atual, um novo estado aleatorio ¢ gerado e pro-
posto como o novo do estado atual. Este estado proposto
¢ aceito ou ndo com uma determinada pro- babilidade. O
critério de aceitacdo neste método leva em consideracdo a
importancia relativa do estado atual e do novo estado pro-
posto. O estado proposto sera aceito, incondicionalmente,
se for mais importante, e sera aceito, mediante uma condic@o
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probabilistica, caso seja menos importante que o estado at-
ual. Assim, tanto o novo estado proposto como o estado
atual podem ser usados como o novo estado do sistema [9].

Para descrever uma simulagdo Metropolis Monte Carlo,
¢ primeiramente necessario esclarecer algumas notacdes.
Dado um momento qualquer da execucdo do algoritmo, o
estado atual do sistema (isto &, sua posi¢ao atual no espago
da busca) sera chamado estado Ej. Esse estado tera uma
energia €p. Apds um movimento aleatorio, o estado atual
sera o estado F; com uma energia ;. Ha ainda dois ou-
tros parametros. O primeiro que chamaremos de n7’, indica
o numero de iteragdes ocorridas e o outro é um valor entre
0.0 e 1.0, gerado aleatoriamente, o qual chamaremos de R,
utilizado no critério de Boltzmann.

No comego de uma simula¢do de Monte Carlo a variavel
nT recebe valor zero. O sistema estd atualmente em algum
estado Fy e em uma temperatura 7', e continua a simulago
como segue:

1) altera-se aleatoriamente o estado atual do sistema de
modo que esteja agora no estado E, certificando-se de que
as configuragdes do estado E, e do estado F; estdo salvas
(veja adiante).

2) incrementa-se o parametro n7’ de um. Para determinar
se o estado proposto sera aceito ou ndo como o novo estado
atual, € necessario comparar as energias dos dois estados.
As escolhas possiveis sdo dadas pelas regras seguintes.

2. 1) (61 S E())

A energia do estado E; ¢ menor ou igual a do estado Fy.
Isto significa que o novo estado serd aceito e ird transformar-
se no novo estado Ej.

22)(e1>€) e (e T >R)

A energia de estado F4 é maior que a do estado E, mas
a diferenca de energia ¢ pequena o bastante para que possa
ser aceita probabilisticamente. Isto significa que o novo es-
tado sera aceito e ira transformar-se no novo estado E.

—(e1—¢0)

23)(e1 >€) € (e T < R)

A energia de estado E; ¢ maior que a do estado Fy, mas
a diferenca de energia ¢ grande o bastante para que seja re-
jeitada probabilisticamente. Isto significa que o sistema per-
manece no estado Ejy.

3) para continuar a simulacdo, basta simplesmente re-
tornar a etapa 1. Se ndo, pare a simulagdo.

E importante enfatizar que cada tentativa de Monte Carlo
aumenta o valor de n7'.

Existem dois fatores que controlam o quao bem a simula-
¢do examina o espacgo de busca do sistema: o tamanho de
cada etapa na simulacdo, ou seja, a diferenca de energia en-
tre o estado F e o estado Fy, e o numero de iteracdes da
simulacdo Metropolis Monte Carlo executadas, n7'.

Se o tamanho de uma etapa de Monte Carlo for demasi-
adamente grande, a diferenca na energia entre o estado Ey
¢ o estado E, pode tornar-se muito grande e, virtualmente,
todas as tentativas serdo probabilisticamente rejeitadas. Isto
faz com que a simulacdo fique ‘travada’ em um ponto par-
ticular no espago de busca.

Por outro lado, se o tamanho da etapa de Monte Carlo for
demasiadamente pequeno, o sistema pode levar um tempo
muito grande para testar todo o espago busca disponivel.
Em ambos os casos, o nimero total de tentativas pode se
tornar excessivamente grande.

Encontrar um tamanho médio bom para a etapa em de-
terminada temperatura depende do sistema que esta sendo
modelado. Na pratica, a quantidade de iteragdes de Monte
Carlo aceitas pode ser usado como um guia e/ou monitoragéo
de um ou mais dos parametros que sdo variados durante uma
etapa. Em ultimo caso, os valores dos parametros de cada
estado podem dar uma indicagdo de se o espago de busca
esta sendo completamente explorado, ou se a simulagéo varia
entre alguns poucos estados em uma regido localizada.

3.4 Simulated Annealing

Uma otimiza¢@o usando Simulated Annealing comega
com uma simulagdo Metropolis Monte Carlo a uma tempe-
ratura bem alta. Devido ao critério de Boltzmann, isto si-
gnifica que uma porcentagem relativamente alta de estados
gerados aleatoriamente que aumentam a energia do sistema
serdo aceitos.

Apds um numero suficiente de iteragdes de Metropo-
lis Monte Carlo, a temperatura ¢ diminuida. A simulacdo
Metropolis Monte Carlo ¢, entdo, executada mais uma vez
com a nova temperatura. Este procedimento ¢ repetido até
a temperatura final ser atingida [8].

Um programa Simulated Annealing consiste em um par
de loops aninhados. O loop externo controla a temperatura e
o loop interno executa a simulagdo Metropolis Monte Carlo
nesta temperatura. O método pelo qual a temperatura ¢
diminuda € conhecido como ‘Cooling Schedule’. Na pratica,
dois Cooling Schedules sdo predominantemente usados: o
Cooling Schedule linear (T, = T, —dT") e o Cooling Sched-
ule proporcional (T, = ¢.T,), onde T,, = nova temperatura,
T, = antiga temperaturae 0 < ¢ < 1 [11].

Vejamos um exemplo da estrutura do algoritmo do Sim-
ulated Annealing:
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Procedimento SA;
Inicializar(T); nT <+ 1;
Selecionar o estado corrente (Ey) aleatoriamente;
Repetir
Repetir
Selecionar novo estado(F1) na vizinhanga de Fy;
Vo « Avalia(Ey); Vi « Avalia(Ey);
Se (V1 < V) Ou
. —("1—-Vo) ~
(Aleatorio[0, 1) < e 7 ) Entdo
Ey < Ex;
nT + nT + 1,
até (condigdo de parada dessa simulagio);
T «+ g(T,nT);
até (condigdo de término);
Fim;

Existem algumas caracteristicas que sdo essenciais para
a eficiéncia e a eficicia da simulagdo. A forma como sdo
implementadas estas caracteristicas varia de acordo como o
tipo de problema que se quer solucionar. Vamos ver quais
sdo elas.

3.5 Funcio que gera um novo estado (busca local)

Existe uma grande variedade de algoritmos de busca lo-
cal para problemas combinatdrios. O mais simples € o cha-
mado 20PT. Comeca com uma permutagao aleatéria de pon-
tos (chame esse estado de 7') e tenta melhora-lo. A vizinhan-
ca de T ¢ definida como o conjunto de todas os estados que
podem ser alcangados trocando dois pontos ndo adjacentes
em 7. Este movimento é conhecido como ‘2-interchange’
e ¢ ilustrado na Figura 3.

(k) Estado proposto

: | & |
CFZCGECT;CSICSICIU

= e

il

e 2

e &1 5.
By Cs.cf;f_l!cslcm

() Estrutura no array

Figura 3. Exemplo de funcionamento de 20PT

Assim, 0 novo estado proposto é sempre derivado do es-
tado atual. Este esquema ¢ bem simples e foi usado ape-

nas para exemplificar a busca local. Na implementagdo dos
problemas propostos foi usada uma outra maneira.

3.6 Funcio que avalia a energia ou custo de um
estado

Antes de aceitar um estado existe a necessidade de
saber qual ¢ a sua energia, pois sera usada no critério de
aceita¢do do novo estado. Esta funcao ¢ muito importante
para a simulac@o e depende muito do problema em questao.

No caso de problemas combinatérios, ela geralmente con-
siste em dar pesos para cada par de elementos da sequéncia
em questao.

3.7 Numero deiteracées por nivel de temperatura

Toda temperatura ¢ mantida por algum tempo antes de
ser reduzida. De acordo com a analogia a Fisica, significa
que sdo dadas as moléculas chances de encontrar uma posi¢ao
entre suas vizinhas, o que produzird um estado de menor en-
ergia total, antes da temperatura diminuir.

Na implementacdo dos problemas propostos, o numero
maximo de iteracdes por nivel de temperatura ¢ tratado por
dois limites. O primeiro limite ¢ o numero maximo de
iteragdes com sucesso, isto €, iteragdes em que 0 NOvo es-
tado proposto foi aceito, que ¢ de 10 vezes o numero de
elementos da combinacdo. O segundo limite é o numero
maximo de iteragcdes por temperatura, tanto com sucesso ou
sem sucesso, que € de 100 vezes o numero de elementos da
combinacao.

3.8 Temperatura

De acordo com as descric¢des fisicas do processo de ‘an-
nealing’, a temperatura inicial deve ser alta o suficiente para
que a posicao das moléculas no metal liquido seja comple-
tamente aleatoria [5].

Como isto se traduz para um modelo de algoritmo de-
pende do tipo de problema. Geralmente essa temperatura é
derivada do custo do estado inicial do sistema e em muitas
implementagdes ¢ definida como 10% da energia do estado
inicial.

Como foi mencionado anteriormente, a temperatura €
reduzida apdés um certo nimero de iteragdes. No Simu-
lated Annealing, a temperatura € utilizada para controlar a
pro- babilidade de um novo estado proposto, que tenha uma
energia ou custo maior do que o estado atual, ser aceito
como o novo estado atual. Quanto maior a temperatura,
maior a probabilidade e quanto menor a temperatura, menor
a probabilidade.
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A tabela seguinte exemplifica o comportamento do critério
de Boltzmann. Ey = 37 ¢ E; = 50, logo, AE = —13.

Tabela 1. Probabilidade de aceitacao do novo
estado

=13
e T p

1 0.000002 | 1.00

5 0.0743 0.93
12 0.2725 0.78

20 0.52 0.66

50 0.77 0.56
1070 17°0.999999 | 0.5

A conclusdo ¢ clara: quanto maior o valor de 7', menor
a importancia da diferenca de energia entre os estados com-
parados Ey e E;. Em particular, se 7' ¢ muito grande (por
exemplo, T = 10'0), a probabilidade de aceitaciio aproxima-
se de 0.5. A procura passa a ser aleatoria. Por outro lado, se
T muito pequeno (por exemplo, T = 1), o novo estado E;
quase sempre sera aceito e o algoritmo perdera seu carater
probabilistico.

Portanto, temos que encontrar um valor apropriado do
parametro 7" para um problema particular: nem muito baixo
e nem muito alto.

Para termos mais uma perspectiva, suponha 7" = 10 em
determinado momento da execucdo. Vamos supor também
que o estado corrente Ej seja avaliado em 107, isto €, Avalia(Ej)
= 107. Entdo, a probabilidade de aceitacdo depende so-
mente do valor do novo estado F;, como mostra a tabela
a seguir.

Tabela 2. Probabilidade de aceitacao do novo

estado
-
Avalia(F1) | A =Avalia(Fp)- | e 10 p
Avalia(FEg)
80 27 14.88 | 0.06
100 7 2.01 0.33
107 0 1.00 | 0.50
120 -13 0.27 | 0.78
150 -43 0.01 0.99

Analisando a tabela podemos perceber que, se 0 novo es-
tado tem a mesma energia do estado atual, isto €, Avalia(F1)
= Avalia(FEy), a probabilidade de aceitagao ¢ de 50%. Nao
importa qual sera escolhido porque os dois estados sdo de
igual qualidade. Além disso, se o novo estado ¢ melhor, a
probabilidade de aceitagdo ¢ maior que 50%. A probabi-
lidade de aceitagdo cresce junto com a diferenca (negativa)
entre estas avaliagoes.

Em particular, se o novo estado € muito melhor que o es-
tado atual (Avalia(F7) = 150), a probabilidade de aceitagao

fica perto de 1.
3.9 Reducio da temperatura (Cooling Schedule)

Depois de um niimero limitado de iteragdes, com ou sem
sucesso, a temperatura ¢ diminuda. A sugestdo mais direta
de uma funco de redugdo da temperatura ¢ multiplicar 7'
por alguma constante r, T' <— rT'. Os valores mais comu-
mente usados sdo € [0.8, 0.99]. Existe um grande niimero
de esquemas de resfriamento, mas nds optamos pela sim-
plicidade. A temperatura inicial junto com a constante r ¢
a temperatura de parada 77 decidem o numero de niveis
de temperatura (iteragdes) k. Por exemplo, usando Tr =
0.00001,r = 0.99, e Top = 20, teremos k = 1672 iteragdes,
isto &, k = T /(rTy). Se o custo da rota 6tima é conhecido,
ela sera adicionada a clausula que trata do critério de parada.

Outras fungdes de redugdo da temperatura podem ser
usadas. A Figura 4 ilustra quatro possibilidades. 7T; ¢ a
temperatura para a iteracdo 7, 0 < i < N. Astemperaturas
inicial, Tp, e final, T, sdo determinadas pelo usuario, bem
como o valor de V.

1 ilh-Ty
T =7,-i- T
i = lo-1 N

T=T,-i"
_ In(%-Ty

In(N)

T=% (%-T)

x(1 +cns(iﬁ))

+Ty

Figura 4. Esquemas de ‘Cooling Schedules’

4 Descriciao dos problemas

Serdo descritos, a seguir, os dois problemas considerados
neste trabalho: Percurso do Cavalo e Damas Pacificas.

4.1 Percurso do Cavalo

O Percurso do Cavalo (Knight Tour) em um tabuleiro
de xadrez (ou qualquer outro tabuleiro) consiste de uma
sequéncia de movimentos feitos pela peca de xadrez cor-
respondente ao cavalo, cujo movimento consiste de dois
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avangos em relacdo a um eixo e um avango em relagdo ao
outro eixo, de tal maneira que cada quadrado do tabuleiro
seja visitado exatamente uma vez. Se a posi¢do final do
cavalo esta a um movimento de distancia da posic¢do de par-
tida, temos um caminho reentrante sendo, portanto, um Cir-
cuito Hamiltoniano [12].

O Percurso do Cavalo vem sendo estudado ha mais de
mil anos, e suas origens remontam a paises orientais, como
China e India [13]. Devemos observar que esse problema
¢ uma pequena variagdo do Caminho Hamiltoniano, pos-
suindo restri¢des no acesso as casas. Algoritmos de back-
tracking (no qual o cavalo se move o mais longe possivel
até chegar a um beco sem saida, e neste ponto movendo-
se para tras um certo nimero de passos e tentando, entdo,
um caminho diferente) podem ser utilizados para resolver
esse problema, mas esses métodos podem ser extremamente
lentos [14].

O problema ndo ¢ dificil em um tabuleiro pequeno. Em
um tabuleiro 6*6 o backtracking é uma boa estratégia para
resolver o problema, sendo util, inclusive, para encontrar to-
das as solugdes possiveis do problema. Entretanto, em um
tabuleiro comum 8*8§, o problema se mostra surpreenden-
temente complexo, tal que a simples contagem de solugdes
com backtracking se torna impossivel, mesmo para os com-
putadores atuais [15]. No ano de 1997, descobriu-se que o
numero total de solu¢des para um tabuleiro 8*8 ¢ de cerca
de 13 trilhdes. Ainda que utilizemos um computador capaz
de encontrar dez milhdes de solugdes por minuto, ele levaria
cerca de 3 anos para encontrar todas as solugdes.

Embora o Percurso do Cavalo seja um problema derivado
do problema Caminho Hamiltoniano, que pertence a
classe NP-Completo de problemas, esse problema, em ta-
buleiros comuns, pertence a classe P. No ano de 1823,
o matematico H. C. Warnsdorff apresentou, no documento
intitulado ‘Solugdo simples e genérica para o Percurso do
Cavalo’, uma heuristica simples, mas efetiva, na solucdo
do problema: entre os movimentos possiveis, avangar o ca-
valo sempre para a posi¢do que permita 0 menor nimero
de movimentos subsequentes. O objetivo ¢ evitar a criacdo
de ‘becos sem saida’, quadrados nos quais o cavalo ndo
pode avangar sem chegar a um quadrado ja visitado an-
teriormente; por isso, 0s proximos movimentos possiveis
sdo examinados antes de cada jogada. Conta-se, entdo, o
nimero de escolhas possiveis para cada um desses movi-
mentos, e ¢ escolhida a jogada que possui 0 menor numero
de movimentos posteriores, evitando assim que ela futura-
mente se torne um ‘beco sem saida’ [16].

A heuristica de Warnsdorff ¢ extremamente rapida. En-
tretanto, apresenta alguns pontos negativos. Em primeiro
lugar, ela ndo ¢ totalmente deterministica; em algum mo-
mento havera uma indecisdo sobre qual sera a proxima jo-
gada, pois algumas jogadas terio 0 mesmo niimero de movi-
mentos posteriores. Warnsdorff afirmou que, quando uma

Figura 5. A Heuristica de Warnsdorff

situagdo dessas ocorrer, qualquer uma das rotas mencionadas
podera ser escolhida. Entretanto, existem exem-
plos para os quais esta regra ndo funciona. Em segundo lu-
gar, esta heuristica ndo ¢ capaz de encontrar todas as solu-
¢oes possiveis, ou seja, existem solugdes que ndo obedecem
a regra de Warnsdorff. Além disso, a heuristica ndo fun-
ciona para tabuleiros muito grandes, mais especificamente
de tamanho 76*76 em diante. Tendo em vista esses fa-
tores, devemos considerar a utilizagdo de outras técnicas
para solucionar o problema.

4.2 Damas Pacificas

O problema ‘Damas Pacificas’ consiste no posicionamento
de oito rainhas do jogo de xadrez em um tabuleiro 8x8,
de tal maneira que nenhuma delas consiga atacar qualquer
uma das outras sete, utilizando os movimentos adequados
da rainha no jogo de xadrez (andar para frente, para tras,
para os lados e para as diagonais quantas casas quiser). A
cor das pegas ndo tem influéncia. Sendo assim, uma rainha
¢ capaz de atacar qualquer outra. Uma solugdo para esse
problema requer que ndo existam duas ou mais rainhas par-
tilhando a mesma linha, coluna ou diagonal no tabuleiro.

Esse problema foi proposto em 1848 pelo enxadrista Max
Bazzel [17], e vem sendo estudado desde entdo por varios
matematicos. Existem diversas heuristicas conhecidas para
soluciona-lo, todas elas muito simples e rapidas.

O problema pertence, sem duvida, a classe P de pro-
blemas. Ele possui 92 solugdes distintas, mas se contar-
mos solugdes que diferem apenas por operacdes de sime-
tria (como reflexdes e rotacdes) como se fossem apenas
uma solugdo, entdo o numero de solugdes distintas cai para
doze. Encontrar todas essas solugdes ¢ um bom exemplo
de um problema simples, embora longe de ser trivial. Por
este motivo, ¢ normalmente utilizado como um problema
de demonstragdo para varias técnicas de programagao, in-
cluindo abordagens ndo tradicionais, como os algoritmos
genéticos. Também ¢ bastante utilizado como exemplo de
um problema que pode ser solucionado com o auxilio de um
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Figura 6. Aplicacao para Percurso do Cavalo
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Figura 7. Aplicagcao para Damas Pacificas

algoritmo recursivo, no qual uma rainha extra ¢ adicionada
a solugdo do problema para n — 1 rainhas. Essa técnica
¢ muito mais eficiente que o algoritmo de forga bruta, que
considera todas as n® disposi¢des possiveis de oito rainhas,
passando entdo a filtra-las caso duas rainhas sejam colo-
cadas na mesma posi¢do ou em posicdes de ameaga mutua.
Como alternativas mais eficientes, podemos citar os algorit-
mos de busca em profundidade, ou o uso de heuristicas.

Veremos a seguir como o Simulated Annealing se saira
na solugdo dos dois problemas descritos nesta se¢ao.

4.3 Aplicacao desenvolvida

Para a resolugdo desses dois problemas classicos através
da técnica Simulated Annealing, desenvolvemos uma apli-
cac¢do na plataforma Visual Basic.

Trata-se de um programa simples, dividido em 3 segdes

principais:

1. Fungdo SWAP: Esta fun¢do realiza a mudanga do es-
tado atual para um de seus estados vizinhos.

2. Fungdo CUSTO: Esta fungdo calcula o custo (ou ener-
gia) do estado atual.

3. Fungdo PRINCIPAL: Este ¢ o bloco principal do pro-
grama, onde inicializamos as variaveis correspondentes a
temperatura inicial/final, e € nele que esta localizado o pro-
cedimento do Simulated Annealing em si.

O programa gera aleatoriamente o estado inicial de cada
um dos problemas. Para o Percurso do Cavalo, ele popula
o tabuleiro com os numeros de 0 a 63, de maneira aleatéria,
preenchendo assim os 64 quadrados do tabuleiro 8*8 co-
mum. O objetivo final é que cada numero esteja ‘ligado’ ao
seu sucessor por um movimento adequado do cavalo (um
avango em relacdo a um eixo e dois avancos em relagdo ao
outro €ixo).

Para o Damas Pacificas, oito rainhas sdo colocadas em
posi¢des aleatdrias no tabuleiro. O objetivo final ¢ que cada
uma delas ndo seja capaz de ‘atacar’ nenhuma das outras
sete com apenas um movimento.

Para uma andlise inicial de como o algoritmo se com-
porta na resoluc@o desses problemas, utilizamos uma configu-

ragdo conservadora para cada fungdo, descritas a seguir:

1. SWAP: Para o Percurso do Cavalo, a mudanca de es-
tado se efetua da seguinte maneira: Dois numeros, entre 0
e 63, sdo escolhidos aleatoriamente e suas posigdes no ta-
buleiro sdo trocadas. Para Damas pacificas, uma das rainhas
¢ escolhida ao acaso, e colocada em uma posi¢do desocu-
pada no tabuleiro de maneira aleatoria.

2. CUSTO: Para o Percurso do Cavalo, consideramos
um custo unitario para cada nimero que ndo esteja ligado
a0 seu sucessor por um movimento do cavalo. Para Damas
Pacificas, consideramos um custo unitario para cada ‘ameaga’
que ocorra (ou seja, se uma rainha que estiver ameagando
outras 3 rainhas, temos um custo 3). Com essas configuragdes,
assim que o custo zero for alcancado, o problema estara
solucionado.

3. Utilizamos nos dois problemas a temperatura inicial
com o valor de 10% do custo do primeiro estado gerado,
com reducdo de 1% por iteracdo. Além disso, estabelece-
mos o nimero de loops a cada temperatura com o valor de
[100 * numero de nos do problema] (que nos dois casos ¢
igual a 64, totalizando 6400 iteragdes por temperatura), ¢
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[10 * nimero de nés] para o nimero de mudangas de estado
efetuadas por temperatura. Esses valores sdo recomendados
como valores genéricos para o SA. A principio ndo estipu-
lamos um valor para a temperatura final.

Apresentamos a seguir os resultados obtidos quando da
execugdo da aplicacgdo para os dois problemas, nas figuras 8
e9.
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Figura 8. Posi¢des incorretas no Percurso do
Cavalo
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Figura 9. Posi¢coes incorretas em Damas
Pacificas

Os graficos das Figuras 8 e 9 mostram a relacao tem-
peratura X pegas incorretas utilizando a fungdo CUSTO e
a fungdo SWAP para os problemas Percurso do Cavalo e
Damas Pacificas, respectivamente.

E interessante notar que a abordagem genérica adotada
foi suficiente para solucionar o problema das Damas Paci-
ficas, ja que a aplicacdo resolveu o problema todas as vezes
em que foi executado.

Entretanto, ela se mostrou inécua para o Percurso do
Cavalo, deixando uma grande quantidade de pegas incor-

retas, na maioria das execucdes. Para tentar solucionar esse
problema, realizamos uma pequena modificagdo na fungio
CUSTO: o custo de uma jogada incorreta passou a ser
(64 — j), onde j indica o numero da jogada. A idéia é
forgar a ordenacgdo das jogadas de maneira sequencial. Essa
modificagdo foi chamada CUSTO! e os novos resultados
sdo mostrados na Figura 10.
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Figura 10. Posi¢coes incorretas no Percurso
do Cavalo (CUSTO1)

A mudanca realizada também nao foi efetiva na solugéo
do problema, pois ela apresenta uma eficiéncia praticamente
igual a da abordagem genérica, além de aumentar conside-
ravelmente o tempo de resolugdo, ja que o custo inicial €
bem maior do que aquele usado na primeira abordagem.

Testamos outra modificagdo: usar a fungdo custo gené-
rica, e efetuar alteracdes na fungdo de troca, passando a re-
alizar uma troca de estado direcionada, conforme o descrito
a seguir:

1. Um nimero entre 0 ¢ 63 ¢ escolhido ao acaso.

2. E feita uma escolha aleatoria entre o antecessor ¢ o
sucessor do numero escolhido no passo anterior, a fim de
saber qual dos dois sera ordenado (obviamente ndo existe
escolha se o niimero sorteado for 0 ou 63).

3. A partir da posi¢do no tabuleiro do nimero escol-
hido no passo 1, sdo determinados todos os movimentos
possiveis segundo a movimentagio do cavalo a partir daquela
posicdo (desde 1 até 8 movimentos), ¢ um deles ¢ sele-
cionado ao acaso.

4. Finalmente, o nimero que esta situado na posicao
determinada pelo movimento escolhido no passo anterior ¢
trocado de posi¢do com o nimero escolhido no passo 2.

Os resultados do uso dessa fungao modificada, (SWAPI),
sdo apresentados no grafico da Figura 11.
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A funcao SWAPI,utilizada juntamente com as configura-
¢oes genéricas de temperatura e iteragdes, consegue solu-
cionar o problema em algumas das execugdes da aplicagao.
A eficiéncia do software ¢ de aproximadamente 20% pois, a
cada cinco execugoes, o problema ¢ solucionado em apenas
uma delas.

A utilizagdo de uma meta-heuristica como o Simulated
Annealing na resolugdo destes problemas pode trazer essa

consequéncia, pois, como vimos na Secao 1, as meta-heuristicas

nem sempre encontram a solugdo 6tima para o problema.
Nos dois problemas em que trabalhamos, buscamos apenas
uma das solugdes 6timas (ja que quando o custo for zero as
tentativas sdo interrompidas). Além disso, as configuragdes
genéricas sdo muito lentas; se executarmos o ajuste cuida-

doso das variaveis de inicializa¢ao, em conjunto com modificacoes

adicionais nas funcdes au-
xiliares certamente € possivel diminuir o tempo de resolugao
dos dois problemas.

4.4 Otimizacao

A partir de certo ponto, nossa meta foi a de tentar au-
mentar a taxa de eficiéncia da solu¢do do Percurso do Ca-
valo, tentando encontrar uma solugdo do problema em toda
execucdo. Também tentamos acelerar o tempo de resolugao
dos dois problemas.

Note que anteriormente utilizamos as configuragdes
genéricas para Damas Pacificas, ja que elas foram suficientes
na resolugdo do problema, enquanto utilizamos a fungao
SWAPI para o Percurso do Cavalo. Observamos que o
numero de pegas incorretas em Damas Pacificas é muito flu-
tuante, variando bastante para cima e para baixo durante a
execugdo da aplicagdo, até encontrar uma solugdo. Tipica-
mente, a solugdo € encontrada na temperatura por volta de
T = 0.7, sem apresentar uma taxa aparente de reducao,

Ccomo €ra esperado .

Ja o Percurso do Cavalo apresenta uma taxa gradual de
reducdo, sendo solucionado por volta de 7' = 0.15. Tenta-
mos, em primeiro lugar, reduzir a temperatura inicial para
os dois problemas, conforme abaixo:

Percurso do Cavalo: T' = 0.25

Damas Pacificas: 7' = 0.02

Os resultados sdo apresentados nos graficos das Figuras
12 e13.
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Figura 12. Posi¢cdes incorretas no Percurso
do Cavalo(Ot. 1)
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Figura 13. Posi¢cdes incorretas em Damas
Pacificas(Ot. 1)

A redugdo da temperatura inicial no Percurso do Cav-
alo ndo aumentou a eficiéncia da aplicagdo, mas acelerou
o tempo de execucdo, sem prejudicar o resultado final, ou
seja, cortou o tempo de execugdo inttil. Para valores menores
de temperatura, a aplicagdo comegou a apresentar diminui¢ao
na eficiéncia, ndo efetuando mudangas de estado ainda com
um numero elevado de pecas incorretas, ou seja, ndo con-
seguindo fugir do 6timo local.
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Figura 14. Posigoes incorretas no Percurso
do Cavalo(Ot. 2, T = 0.01)

Ja para Damas Pacificas, a alteragdo mostrou-se bastante
eficiente, pois o problema passou a ser solucionado quase
instantaneamente, e, além disso, continua a ser solucionado
toda vez que a aplicagdo ¢ executada. Isso provavelmente
so foi possivel gragas ao grau de dificuldade desse prob-
lema, que ¢é relativamente simples, quando comparado ao
Percurso do Cavalo.

Para o Percurso do Cavalo, tentamos, também, criar uma
outra fun¢ao de custo, baseada na heuristica de Warnsdorff,
discutida anteriormente. A idéia era tentar ocupar prioritari-
amente os quadrados que possuem menos ‘pontos de fuga’.
Esta funcdo, que chamaremos CUSTO2, ¢ quase idéntica a
funcdo de custo genérica, mas considera um custo adicional
de acordo com a posi¢ao de cada jogada. Nela, o tabuleiro
¢ dividido em 2 setores: O primeiro setor compreende o
mini-tabuleiro 4*4 localizado no centro do tabuleiro princi-
pal; o segundo setor ¢ a periferia desse mini-tabuleiro cen-
tral, que compreende os 48 quadrados restantes. As jogadas
de ntimeros 48 a 63 devem ocupar os quadrados do setor
1, enquanto as jogadas de nimeros 0 a 47 devem ocupar os
quadrados do setor 2. Caso uma jogada esteja fora do setor
apropriado, um certo custo ¢ adicionado. Podemos utilizar
valores altos de custo, para ‘forgar’ a priorizacdo do posi-
cionamento adequado das jogadas, ou valores baixos, para

fazé-lo adequar o posicionamento das pegas de maneira menos

direta. Utilizamos 3 custos dife-
rentes: 0.1, 1 e 10. Os grafico das Figura 14 a 16 mostram
os resultados obtidos para cada uma das trés alternativas de
custo respectivas.

Pode ser observada a ineficiéncia das estratégias de custo
muito elevadas, como 10 e 1, que acabam por restringir
o espaco de troca de estados, ja que as vezes € preciso
que as jogadas iniciais ocupem posi¢des proibidas no tab-
uleiro. Entretanto, para valores baixos a estratégia se torna
indcua, ja que o software praticamente ndo considera seu
baixo custo durante a execugio, s6 vindo a fazé-lo quando a

pecas incorretas
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>
>
4
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Figura 15. Posigoes incorretas no Percurso
do Cavalo(Ot. 2, T=1)
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Figura 16. Posi¢Oes incorretas no Percurso
do Cavalo(Ot. 2, T = 10)

tem-
peratura se encontra muito baixa, e ndo ha mais espao para
trocas.

Valores ainda inferiores, como 0.01 sdo praticamente
desconsiderados, e apresentaram eficiéncia equivalente a da
funcdo custo padrao.

Uma ultima tentativa foi a de modificar a inicializagao,
tal que, ao invés de gerar o estado inicial de forma total-
mente aleatdria, tentou-se criar 0 maior numero de casas
em sequéncia. Esta tentativa ndo trouxe qualquer melhoria
nos resultados.

5 Conclusoes

Existe um potencial bastante elevado para evolugao no
campo dos algoritmos probabilisticos e a meta-heuristica
Simulated Annealing é, sem duvida, uma ferramenta podero-
sa na tentativa de contornar os problemas intrataveis.

Neste trabalho demonstramos a versatilidade desta técni-
ca na solucao de problemas com tempo de resolucao poli-
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nomial, embora sua utilidade maior seja, efetivamente, na
resolucdo de problemas ditos dificeis. Percebemos que SA
pode ser uma alternativa interessante para as heuristicas
existentes na resolugdo de problemas faceis, embora dificil-
mente seja mais rapido que elas; nesse caso sua vantagem
reside na facilidade de alterag@o para resolver problemas
distintos.

Na abordagem efetuada para os dois problemas cléssicos,
o Percurso do Cavalo e Damas Pacificas, o SA mostrou-se
otimo para o segundo, enquanto insuficiente para o primeiro.
O uso de SA conseguiu resolver Damas Pacificas em tempo
médio inferior a 1 segundo na maquina utilizada, o que o
torna no maximo marginalmente mais lento que a heuristica
correspondente, ndo fazendo diferenga em termos praticos.
E digno de nota observar que esse resultado foi conseguido
com as configuragdes genéricas das funcdes de troca e custo,
além das variaveis de inicializago, o que indica que provavel-
mente haveria espago para maior otimizagdo de tempo de
resolucdo, caso fosse necessario.

Quando utilizado para resolver o Percurso do Cavalo, en-
tretanto, a técnica exibe certas deficiéncias. Ela se mostra
lenta para resolver o problema, e sua eficiéncia na resolugao
também mostrou-se insatisfatoria, quando comparada a
heuristica de Warnsdorff, a melhor existente até 0 momento.
Uma caracterstica notavel foi a tendéncia em formar
caminhos distintos no tabuleiro, fendmeno observado também
na utilizag@o de outros algoritmos na resolugdo deste prob-
lema, como os algoritmos genéticos. Varias modifica- ¢des
foram efetuadas nas fungdes e nos valores das va-
riaveis de inicializagdo com o intuito de acelerar o tempo de
resolucdo e a eficiéncia da aplicagdo. Somente o primeiro
objetivo foi alcangado, o que ndo se constituiu em um grande
resultado.

Apesar disso, este resultado ndo pode de maneira ne-
nhuma ser considerado conclusivo, pois € certo que existam
fungdes de troca e de custo ainda mais apropriadas para a
resolugdo deste problema, embora suas alteragdes sejam tao
deterministicas para o problema, que passam a corromper a
caracteristica basica de SA, que ¢ a sua aleatoriedade.

Como sugestdes de trabalhos posteriores na area, pode-
mos citar a utilizacdo do SA na resolucdo desses proble-
mas em tabuleiros maiores ¢ menores que o de 8*8, além
de tabuleiros em 3 dimensdes, o que pode trazer luz a no-
vas maneiras de soluciona-los, além de também contornar a
deficiéncia da heuristica de Warnsdorftf para tabuleiros muito
grandes. A busca de caminhos reentrantes para o Percurso
do Cavalo ¢ também um adendo interessante para o trabalho
realizado. Finalmente, pode-se considerar a resolucdo de
problemas derivados de Damas Pacificas, utilizando outras

pecas, como o proprio cavalo, por exemplo.
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