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Resumo

Este artigo apresenta uma nova abordagem para o método Escalonamento
Multidimensional Local. Este método de reducdo de dimensionalidade é da classe de
escalonamento multidimensional métrico e possui a caracteristica de ser ndo
diferencidvel. Com o emprego da suavizagdo hiperbdlica é proposta uma formulacéo
suavizada e um novo algoritmo. Resultados computacionais obtidos na resolucdo de
problemas teste classicos sdo apresentados e mostram a eficacia da proposta em
comparacao com os disponiveis na literatura.
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1. Introducéo

A analise de conjunto de dados em um espaco de alta dimensédo é uma tarefa de
grande relevancia e de natureza complexa. Neste contexto, os métodos de reducéo de
dimensionalidade possuem um importante papel, pois, de um modo geral, é mais facil
extrair informacgdes contidas em dados quando o nimero de variaveis é pequeno. O
principal objetivo dos métodos de reducdo de dimensionalidade é encontrar um conjunto
menor de variaveis, calculado a partir das originais, buscando uma minima perda de
informagéo.

Escalonamento multidimensional (MDS) é uma classe de métodos de reducéo de
dimensionalidade que considera o critério de preservacao de distancia ou dissimilaridade.
Busca-se minimizar as distor¢oes entre as distancias ou as dissimilaridades medidas entre
as observac6es no espaco original de alta dimenséo e as distancias medidas no espaco de
baixa dimens&o. O Escalonamento Multidimensional Local (Local MDS) (CHEN, BUJA,
2009), pertencente a classe de métodos MDS, tem assim uma funcao de escalonamento
que visa a preservacdo de distancia. O método Escalonamento Multidimensional Local
tem, em particular, a ideia central de priorizar na projecao a preservacgéo de distancia entre
as observacdes proximas e o afastamento das observaces distantes. Um exemplo didatico
e ilustrativo do Escalonamento Multidimensional Local é apresentado em (FRIEDMAN,
HASTIE, TIBSHIRANI, 2001).

Atualmente, existe uma grande diversidade de métodos de reducdo de
dimensionalidade e wuma vasta literatura. O problema de Escalonamento
Multidimensional é abordado detalhadamente em (BORG, GROENEN, 2005), (BORG,
GROENEN, MAIR, 2017) e (COX, COX, 2000). Um conjunto de métodos ndo lineares
de preservacdo de distancia é abordado em (LEE, VERLEYSEN, 2009). Xavier (2016)
aborda em sua tese de doutorado um conjunto de métodos ndo lineares de reducao de
dimensionalidade da classe MDS. Os experimentos computacionais apresentados
mostram um excelente desempenho do algoritmo proposto em comparagdo com outros
algoritmos tradicionais (LEEUW, MAIR, 2009), (VENABLES, RIPLEY, 2013) e
(WITTEN, TIBSHIRANI, 2011).

Na literatura, existe uma variedade de metricas para avaliacdo da qualidade das

projecdes realizadas por diferentes métodos de reducdo de dimensionalidade. Gracia e
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Menasalvas (2014) apresentam uma revisdo das métricas mais utilizadas e propem uma
metodologia para comparar a qualidade de projecdes.

Este artigo tem por objetivo inovador apresentar a introducdo da suavizacao
hiperbdlica (Hyperbolic Smoothing) no método Escalonamento Multidimensional Local,
conforme o algoritmo HSMDS proposto em Xavier (2016). A introdugdo da Suavizagao
Hiperbolica (SH) visa tornar o problema de otimizacdo subjacente ao MDS em um
problema continuamente diferenciavel, uma caracteristica que permite a aplicacdo de
métodos de otimizacdo sem restricbes mais robustos e eficientes.

O artigo esta organizado em cinco se¢des. A seguir, na se¢do 2, tem-se uma
introdugdo ao método Escalonamento Multidimensional Local. Na sequéncia, a se¢do 3
descreve a introducdo da Suavizacao Hiperbolica no método Local MDS. A aplicacdo da
abordagem proposta € ilustrada por meio de dois estudos de casos, apresentados em Chen
e Buja (2009), e que servem de benchmark para comparar diferentes abordagens para o
escalonamento multidimensional. Por fim, na se¢do 5 sdo resumidas as principais

conclusoes.

2. Método Escalonamento Multidimensional Local

O método Escalonamento Multidimensional Local busca preservar a relacdo de
vizinhanca das observacfes no espaco reduzido tratando de forma diferente as
observacdes vizinhas e as ndo vizinhas. Para os pares de observacdes vizinhas no espaco
de alta dimensdo, considera-se uma forca local de preservacdo das distancias no espacgo
de baixa dimensdo. J& para os pares de observacfes ndo vizinhas no espaco de alta
dimensao, considera-se uma forca repulsiva com a finalidade de afastar as observacdes
no espaco de baixa dimenséo.

Para a formalizagdo matematica do problema sera utilizada a seguinte notacao:
considere uma matriz de distancias euclidianas, D,,,,, calculada a partir de um conjunto
de n observacoes, Z;;i = 1, ...,n, cadaumacom S atributos, ou seja, cada observacgado
pertence a um espaco de dimensdo S. O processo de reducgédo de dimensionalidade busca
a representacao de cada observacdo em um espacgo de dimensé&o inferior d, onde d < S.
Desta forma, o método Escalonamento Multidimensional Local consiste em obter um
novo conjunto de observagdes, x;;i = 1,...,n, pertencentes ao espaco de menor

dimensdo d, ou seja, x; € R¢, de modo que gere uma matriz de distancias, que se
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aproxime de melhor forma a matriz de distancias D,,.,, tendo com base a seguinte funcéo

de escalonamento a ser minimizada:

2
frocaMps(X) = X pen (Dij —|lxi = Xj”z) — tZapenllxi - Xj”z (1)

Na expressdo acima, o conjunto simétrico de pares vizinhos é representado por N.
O primeiro termo da equacdo é chamado de tensdo local (local stress) e o segundo de
termo de repulséo. Considerando um valor fixo para o parametro t, a importancia relativa
da repulsdo diminui na medida em que a cardinalidade do conjunto de vizinhos, |N|,
aumenta. Por sua vez, |N| dependente fundamentalmente do valor de um parametro k
referente ao numero de vizinhos mais proximos a ser considerado.

A relacdo de vizinhanca € dada de forma simétrica, pelos k vizinhos mais
proximos em um grafo. A simetria € construida de modo que as observacdes Z; e Z; sdo
vizinhas se Z; esta entre os k vizinhos mais préximos de Z; ou se Z; esta entre os k
vizinhos mais proximos de Z;.

A intensidade da forca repulsiva na expressdo (1) € ajustada através do parametro
t. O ajuste do parametro € fundamentado em duas propriedades desejadas:

- Invariancia sob mudanca na ordem de grandeza das distancias, D,,x,, , pOr iSSO
adota-se 0 uso da mediana das distancias D, dos pares de observagdes vizinhas.

- Invariancia sob mudanca no tamanho do grafo, pois o tamanho do grafo
influencia no numero de somas do termo local, |N|, e no termo de repulséo, IN¢| =
N(N —1)/2) — |N|. Dessa forma, tem-se a utilizacdo do fator |N|/|N€¢| na definicdo de
t:

t = |N|/|N€¢| mediana(Dy) T 2
onde o pardmetro T é um parametro auxiliar, ndo dependente do conjunto de dados de
entrada e do valor de k vizinhos mais préximos. O parametro 7 tem a funcgéo de facilitar
0 ajuste do paré@metro t.

Para mapeamentos realizados com diferentes valores de k e de ¢, uma medida da
qualidade da reducéo de dimensionalidade tem que ser aplicada para se ter mapeamentos

comparaveis.
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3. Suavizacao Hiperbolica Aplicada no Método Local MDS

A técnica de Suavizacdo Hiperbolica (SH) tem sido aplicada com sucesso num
grande numero de problemas dificeis da classe NP-dificil, incluindo problemas néo
diferencidveis, ndo convexos e com um grande numero de minimos locais. Dentre essa
classe de problemas resolvidos utilizando a SH pode-se citar por exemplo: Agrupamento
(Clustering) (XAVIER, 2010, XAVIER, XAVIER, 2011), problema continuo da p-
mediana (Multisource Fermat-Weber) (XAVIER et al.,, 2014b), Localizacdo de
Concentradores (Hub Location) (XAVIER et al., 2015) e problemas da classe Minimax
(BAGIROV, AL NUAIMAT, SULTANOVA, 2013). Um conjunto de aplica¢bes da SH
bem-sucedido pode ser encontrado em (XAVIER, XAVIER, 2014).

Dados dois pontos x; e x;, a distancia euclidiana entre eles, u = ||x; — x|, ¢

ndo diferenciavel quandox; =x;. A funcdo original do método Escalonamento
Multidimensional Local (1) possui por essa razdo a caracteristica de nao
diferenciabilidade. A suavizacdo é efetuada pelo uso da funcéo convexa 6(u,y):
O(w,y) =yu? +vy? ©)

Tem-se como proposta aplicar a SH para substituir as distancias euclidianas da
funcdo (1). Desta forma, o problema intrinsecamente ndo diferenciavel é aproximado por
um continuamente diferenciavel, denominado Escalonamento Multidimensional Local
Suavizado (EMLYS).

femLs X1, ¥2) = X jen (Dij -0 ("Xi - Xj”z'h))z —t X, )en O (”Xi - Xj||2,y2) (4)

A funcéo objetivo original do problema (1) é ndo linear, pela presenca de termos
ndo-lineares, é ndo convexa, pela presenca do sinal negativo antes do segundo somatorio,
e é ndo diferenciavel, pela presenca da distancia euclidiana.

Para resolver a formulagdo suavizada (4), continuamente diferenciavel, Xavier
(2016) propds o algoritmo HSMDS. O algoritmo busca resolver uma sequéncia de
problemas diferenciaveis, onde os parametro de suavizacdo (y,e y,) sdo gradualmente
reduzido por um fator de reducédo. Esse principio também é adotado em (XAVIER, 2003,
XAVIER, OLIVEIRA, 2005, XAVIER, XAVIER, 2011). Assim, € gerada uma sequéncia
de problemas suavizados que se aproximam gradativamente do problema original (1).
Cada problema nessa sequéncia de aproximacdo é continuamente diferencidvel,

permitindo assim a aplicacdo de métodos eficientes e robustos de otimizacdo sem
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restri¢des, tais como o Gradiente Conjugado e os métodos da familia Quasi-Newton
(LUENBERGER, YE, 2008). Informagdes complementares sobre a implementacéo,
otimizacdo, escolha dos parametros iniciais e fator de reducdo dos parametros estdo
disponiveis em (XAVIER, 2016).

4. Resultados Computacionais

No artigo de Chen e Buja (2009), o critério Continuidade Local (local continuity
ou LC meta-criterion) (CHEN, BUJA, 2006) foi utilizado para comparar proje¢des do
método Escalonamento Multidimensional Local (CHEN, BUJA, 2009) com outros
métodos. Além disso esse critério foi utilizado para comparar projecdes do método
Escalonamento Multidimensional Local com diferentes valores dos parametros t e k.
Assim para efeito de comparacéo direta com os resultados reportados em (CHEN, BUJA,
2009) faz-se necessario a aplicacdo desse critério nos experimentos computacionais.

O critério utiliza a relacdo de vizinhanca nos espacos de alta dimensao e de baixa
dimensao, tendo como ideia central a interse¢do dos K vizinhos mais proximos (K-NN)
de uma observacgéo no espaco de alta dimensédo e os K-NN no espaco de baixa dimensao.

O critério Continuidade Local é fundamentado nas trés definiges a seguir:

- N; (@) = {J1, -, jx}, conjunto dos k' vizinhos mais proximos da observagéo i
com respeito as observagdes no espaco de alta dimensao;

- N&(i) = {ky, ..., ki }, conjunto dos k' vizinhos mais proximos da observago i
com respeito as observagdes no espaco de baixa dimens&o;

- Ni(i) = |NZ(@) n NZ(@)|, cardinalidade da intersecdo dos dois conjuntos
anteriores.

A maior intersecdo entre os conjuntos Ng (i) = {jy, ..., jx}, € N3 (0) = {kq, ..., ki },
significa que a projecao no espaco de baixa dimens&o tende a preservar as vizinhangas no
espaco de alta dimensdo. A cardinalidade de N, (i) é uma medida de sobreposicao
individual para uma observacdo genérica i. Desta forma, uma medida de sobreposicado

global é dada em (5):
Nie = 2381 Ny (D) (5)
Quanto maior o valor da medida em (5), melhor a qualidade da projec¢éo do espaco

de alta dimensédo no espaco de dimenséo reduzida. Visando permitir comparacfes para

diferentes valores de k', adota-se a padronizacéo do valor Ny:
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M, = %Nk (6)

Logo, My assume valores no intervalo [0,1].

Com o objetivo de obter uma configuracdo inicial estdvel no método
Escalonamento Multidimensional Local, Chen e Buja (2009) argumentam que uma boa
estratégia para calibragé@o consiste na inicializacdo do parametro t, da expresséo (1), com
um valor grande, como 7 = 1, e sucessivamente reduzir o parametro até um valor baixo,
como 0,01, sempre usando a Gltima configuracdo das observacdes no espaco reduzido na
inicializacdo seguinte. O ajuste do parametro t foi realizado através de uma busca em
grade. Ao longo de todas as configuragdes obtidas, escolhe-se a melhor configuragéo de
acordo com uma métrica de avaliacdo da qualidade do ajuste.

Chen e Buja (2009) utilizaram dois conjuntos de dados em seus experimentos
computacionais: Sculpture Face (TENENBAUM et al., 2000) e Frey Faces (ROWEIS,
SAUL, 2000). O conjunto de dados Sculpture Face, inclui 698 imagens de uma escultura
de um rosto humano. As imagens sdo de uma mesma escultura, variando trés condiges:
perfil da esquerda para direita, de cima para baixo e a direcdo de iluminacdo, parametro
angular que assume trés valores. Cada imagem possui 64x64 pixels, portanto a dimenséo
do espacgo da imagem é 4096.

A Tabela 1 apresenta valores do critério Continuidade Local medidos, com
parametro k' com valor 6. O resultado obtido pela metodologia proposta corresponde a
colunas EMLSk =6, as demais colunas sdo exatamente iguais aquelas apresentadas por
Chen e Buja (2009). Da segunda até a quarta coluna, tem-se os métodos PCA, MDS,
Isomap e Local Linear Embedding (LLE) (ROWEIS, SAUL, 2000). Nas duas ultimas
colunas, tem-se os resultados obtidos pelo método Escalonamento Multidimensional
Local (CHEN, BUJA, 2009), coluna LMDSk =5, € 0s resultados obtidos pela metodologia
proposta, Escalonamento Multidimensional Local Suavizado, coluna EMLSk =6, ambos
0s métodos com parametro k com valor 6. Os valores N,/_, = 5,216332 e M,/_, =

0,8693887 foram obtidos pelo método EMLSk =6 com parametro t = 0,0003929626.

Tabela 1: Sculpture Face Data: LC meta-criteria para k' = 6.

Métodos PCA MDS Isomap LLE LMDSk-=¢ EMLSk-=¢
Nyr—g 2,6 31 4,5 2,8 5,2 5.2
My —¢ 0,43 0,52 0,75 0,47 0,87 0.87
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O conjunto de dados Frey Faces (ROWEIS, SAUL, 2000), inclui 1.965 imagens
da face de uma Unica pessoa, cujo nome é Brendan Frey, tomadas em quadros sequenciais
a partir da fragmentacdo de imagens de um video. Cada imagem possui 20x28 pixels,
portanto a dimensao do espaco da imagem € 560.

A Tabela 2 apresenta os valores do critério Continuidade Local medidos, com
parametro k' com valores 12 e 4. Sdo apresentados os resultados obtidos pelo método
Escalonamento Multidimensional Local, coluna LMDSk=12, € 0s resultados obtidos pela
metodologia proposta, Escalonamento Multidimensional Local Suavizado, coluna
EMLSk=12, ambos os métodos com parametro k com valor 12. Os valores Ny/_,, =
4,63257 e M;,r_,, = 0,3860475 foram obtidos pelo método EMLSk=12 com pardmetro
t =0,8047611.

Nas duas Ultimas colunas da Tabela 2, constam os resultados para 0 método
Escalonamento Multidimensional Local com pardmetro k com valor 4. Os valores
Nyr—4 =5,163359 e M,;/_, = 0,4302799 foram obtidos pelo método EMLSk=4 com
parametro t = 828,5301.

Tabela 2: Frey Faces Data: LC meta-criteria para k' = 12.

Métodos | PCA MDS Isomap LLE KPCA |LMDSk=12 EMLSk=12 |LMDSk=4 EMLSk=4

Nypr_qp | 36 48 4,2 32 37 4,6 4,6 5,1 51
Mk’=12

0,3 04 0,35 027 031 0,38 0,38 0,43 0,43

Nos dois conjuntos de dados e em todos os experimentos, os resultados obtidos

pela metodologia proposta foram iguais aos obtidos em (CHEN, BUJA, 2009).

5. Conclusfes

Comparado com outros enfoques tradicionais para o problema de reducdo de
dimensionalidade, tais como PCA, MDS, Isomap, LLE e KPCA, o método
Escalonamento Multidimensional Local produz bons resultados e em alguns casos
resultados até superiores. Sendo assim, pode ser considerado um método eficaz e
promissor para o problema de reducdo de dimensionalidade.

Neste artigo € apresentada uma nova abordagem para 0 metodo de reducgéo de
dimensionalidade Escalonamento Multidimensional Local. A minimizag&o das distor¢des

entre a projecdo no espago reduzido e no espaco original dos dados ndo é uma tarefa
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trivial, tendo a abordagem metodoldgica proposta se mostrado eficaz na busca de um
minimo local profundo.

A formulacéo proposta torna o problema continuamente diferenciavel, permitindo
a aplicacdo dos métodos de otimizacdo sem restricbes mais robustos e eficientes.
Considerando a métrica Continuidade Local, os valores obtidos pela metodologia
proposta foram iguais aos obtidos por Chen e Buja (2009). Na literatura ndo foi possivel
encontrar um programa ou biblioteca com o0 método Escalonamento Multidimensional
Local, dessa forma, ndo foi possivel uma comparacdo de resultados com o0s mesmos
pontos iniciais € 0 mesmo numero de iteracdes. De todo modo, para todos os
experimentos foram reportados os valores do parametro t, permitindo comparagdes
futuras por outros pesquisadores que queiram replicar o experimento.

Como trabalho futuro propde-se a disponibilizacdo de uma biblioteca em R, pois
0 método Escalonamento Multidimensional Local demonstrou ser uma boa alternativa
frente a outros métodos da literatura. Além disso, deve ser destacado que a abordagem da
suavizacdo hiperbdlica em outros métodos da classe MDS, como por exemplo nos
métodos de Sammon e Supervised MDS, apresentaram um excelente desempenho em

comparagdo com outros algoritmos tradicionais.
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HYPERBOLIC SMOOTHING LOCAL MDS

Abstract

This paper presents a new approach to the Local MDS method. This dimensionality
reduction method is of the metric multidimensional scaling class and has the
characteristic of being non-differentiable. With the use of hyperbolic smoothing, a
smoothed formulation and a new algorithm are proposed. Computational results
obtained in solving classical test problems are presented and show the efficacy of the
proposal in comparison to those available in the literature.

Key-words: Local MDS, Dimensionality Reduction, Multivariate Statistics, R Program.
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