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Resumo

O gréfico de controle da amplitude amostral (GC R) é usado para monitorar mudancas
na variabilidade de processos. Adotando-se limites de controle 3o, em média, tem-se um
alarme falso a cada 370 amostras no grafico de controle de X. Porém, por ser
assimétrica a distribuicdo amostral da amplitude, 0 mesmo ndo ocorre no GC R. Neste
artigo, apresentou-se uma funcgéo escrita na linguagem R para obter os limites e o poder
do GC R a partir da funcdo de probabilidade da amplitude amostral. A abordagem
empregada diminui o risco alfa, quando a comparamos com a construcao cléssica de 3o
para os limites de controle, e detecta melhorias no processo quando ocorre reducgédo da
variabilidade. Esta contribuicdo permite que o usuario possa planejar adequadamente o
emprego do GC R.
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1. Introducéo

Gréaficos de controle por variaveis sao amplamente utilizados no monitoramento
de variaveis continuas, destacando-se o grafico da média, amplitude, variancia e desvio-
padrdo. Uma das mais importantes técnicas de controle e monitoramento da variabilidade
de um processo é o grafico de controle para a amplitude amostral (GC R). Apesar de
antigo, o GC R introduzido por Shewhart (1931) ainda é usado e investigado por diversos
autores, tais como Amin et al. (1997), Chang e Gan (2004), Khoo e Lim (2005), Prajapati
e Mahapatra (2009) e Kiani et al. (2010).

No grafico de X o uso de limites de controle 3o, supondo normalidade nos dados,
gera um alarme falso, em média, a cada 370 amostras. Porém, 0 mesmo néo acontece no
GC R. A distribuicdo amostral de R é assimétrica, ainda que os dados sejam normais.
Assim, limites de controle 3o no GC R é apenas uma aproximagao para o risco que se
assume em sinalizar erroneamente um estado de falta de controle na auséncia de causas
especiais que podem alterar a variabilidade do processo (COSTA et al., 2008).

O Software R é um software livre e bastante conhecido na comunidade académica
(R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2014). Neste artigo, uma fungdo escrita na
linguagem R foi desenvolvida para calcular o fator de abertura dos limites de controle do
GC R, o poder do grafico e a estatistica de desempenho NMA (nimero meédio de amostras
até o sinal). A funcdo € baseada no risco « (erro tipo 1) para calcular os limites do GC R
a partir da distribuicdo amostral da amplitude relativa. A abordagem empregada €
diferente da técnica classica que utiliza as constantes d> e dz na construcdo dos limites de
controle (MONTGOMERY, 2008; COSTA et al., 2008).

Este artigo esta assim estruturado: na secdo 2, o grafico de controle da amplitude
amostral (GC R) e a funcéo distribuicdo acumulada da amplitude relativa que é aplicada
no calculo para avaliar o desempenho do GC R sdo apresentados. Na secdo 3,
estabeleceram-se os riscos associados a avaliacdo do desempenho do GC R e a estatistica
de desempenho utilizada na avaliacdo. Na sec¢do 4, compararam-se 0s riscos associados
ao uso da abordagem tradicional para construcdo dos limites de controle do GC R com
uma abordagem baseada na distribuicdo amostral da amplitude. Essa abordagem é
ilustrada com um exemplo através da aplicacdo de uma funcgéo escrita em linguagem R

apresentada no apéndice. As conclusdes sdo apresentadas na se¢do 5.

20



Cadernos do IME — Série Estatistica Sampaio, Leoni & Tavora

2. Gréfico de controle da amplitude amostral
GC R ¢ utilizado para monitorar a variabilidade de um processo. Os limites de

controle sdo ajustados em relacédo a linha média do grafico, ou seja:

LSC;, = i + Koy (1)
LM, = 4 @
LIC, = max{0; u, —ko} 3

sendo: k o fator de abertura dos limites de controle; u, =d,oc e o; =d,0c amédiae o

desvio padrdo da distribuicdo da amplitude amostral (d, e d, sdo constantes que

dependem apenas do tamanho da amostra n) e o € o desvio padrdo do processo em
controle. Tippett (1925), Mahoney (1998) e Kao e Ho (2007) apresentam como calcular
as constantes dz(n) e d3(n) quando a caracteristica de qualidade possui distribuicdo normal
e ndo normal. Alguns livros relacionados ao controle estatistico de qualidade também
apresentam as constantes em forma de tabela (MONTGOMERY, 2008; COSTA et al.,
2008).

A distribuicdo amostral da amplitude R=Xmax - Xmin (diferenca, em maodulo,
entre o maior e menor valor de uma amostra) ndo € normalmente distribuida, possui forma
assimétrica, e depende do desvio padrdo dos valores da caracteristica de qualidade
monitorada. O célculo da probabilidade de uma amplitude amostral R ser menor (ou
maior) que um dado valor Ro ndo é trivial, porém é necessario para anélise do desempenho
do GCR.

A distribuicdo amostral da variavel W=R/ o, definida como amplitude relativa,
depende apenas do tamanho da amostra n e pode ser usada para avaliar o desempenho do
GC R (COSTA et al., 2008). Assumindo que a caracteristica de qualidade possui

distribuicdo normal padréo, a funcéo distribuicdo acumulada de w, F(w) é dada por Lee

(2011):
F(w) = nj.:;b(x)[q)(x+W)—CD(x)]nfldx (4)

sendo: n tamanho da amostra, ¢(.)a funcao densidade de probabilidade e ®(.) a fungao

de distribuicdo acumulada. Person e Hartley (1942) apresentam valores de F(w).
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3. Desempenho do GC R

Testar se um processo estd ou ndo em controle faz com que o uso de um grafico
de controle tenha uma estreita relacdo com o teste estatistico de hipdteses. Com base em
uma amostra, pode-se verificar se ha alguma evidéncia acerca do pardmetro em estudo.
A hipotese a ser testada, H,, € rejeitada ou ndo de acordo com os dados amostrais. Em
caso de rejeicdo, evidenciamos uma hipdtese alternativa Hy; caso contrario, evidencia-se

H

o

As hipoteses associadas a0 GC R sdo: H,: o = o, (processo em controle) e H,:

o # o, (processo fora de controle). Na hipotese H,, o desvio padrdo do processo sofre

aumento de ordem A, ou seja,

0, = A0, ®)

No controle de um processo cada amostra é testada para verificacdo da hipotese

de interesse. Os limites de controle (LIC;;LSC;) equivalem a regido de aceitacdo do
teste. Dentro dos limites ndo ha evidéncia de H,; caso contrario, ha.

Como em um teste de hipoteses, podemos obter 0s riscos « e S associados ao GC

a. Risco « (erro tipo I) - equivale a sinalizar erroneamente um estado de falta
de controle na auséncia de causas especiais ou perturbacdes no processo;

b. Risco g (erro tipo Il) - equivale a ndo sinalizar o estado de falta de controle

na presenca de causas especiais ou perturbacGes no processo.

Os riscos a e S sdo representados respectivamente pelas expressdes de
probabilidade condicional:

a=1—Pr(LICRSRSLSCR|n=nO;a=aO) (6)
B =Pr(LIC, <R<LSC,|o*0,) 7)

O poder do grafico de controle (Pd) é a probabilidade complementar de £ :
Pd=1-8 (8)

O estabelecimento dos limites de controle é uma deciséo critica, pois afeta 0s

riscos citados. Alargar os limites diminui o risco ¢, porém aumenta o risco £ e vice-versa.
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Com o processo isento de causas especiais, o ideal é que todos os pontos da
estatistica R se situem dentro dos limites de controle. Entretanto, existe o risco « de surgir
um ponto na regido de acao do grafico, gerando um alarme falso.

O risco a depende da distribuicdo da variavel aleatoria R. Para limites iguais a

(1) e (3), a probabilidade de um ponto R cair na regido de acdo do gréafico é dada por:
a =1—-Pr(max{0, (d, —kd,)}<w<(d, +kd,) [n=n,) 9)

O risco de se assumir que 0 processo esta fora de controle, na auséncia de causa
especial, ou seja, alarme falso, depende apenas n.

Dada a ocorréncia de um aumento no desvio padréo, a probabilidade de um ponto
da estatistica R acima ou abaixo dos limites de controle é:

Pd=Pr[W 2%|n=noj (10)

Os riscos ae B sdo utilizados para avaliar o desempenho do GC R. Quando o

processo esta fora de controle, a velocidade de deteccdo € medida pelo nimero de

amostras que o grafico requer para sinalizar a causa especial (NAS).
Pr(NAS=d)=p(1-p) ",d=12,... (11)

O valor esperado do NAS, conhecido como NMA, é um indice usado para avaliar
o desempenho do grafico de controle e segue uma distribuicdo geométrica de parametro

p. Como a média da distribuicdo geométrica de parametro p € igual a 1/p , tém-se:
NMA=> dPr(NAS =d)=1/p (12)
i=1
Se a hipdtese H, for verdadeira (1=1), entdo p=«. Se a hipOtese H, for

verdadeira (A >1), entdo p = Pd.
Com o processo em controle € desejavel que o0 NMA seja grande o bastante para

que alarmes falsos demorem a ocorrer. Quando uma causa especial desloca a média do
processo, ou seja, o # o,, 0 NMA deve ser pequeno de modo que a deteccéo da causa

especial seja rapida. Com o processo em controle, 0 NMA e chamado de NMAo.
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4. Construcdo do GC R

Nesta secdo, apresenta-se uma forma alternativa para construcdo do GC R. A
técnica consiste em utilizar limites de controle considerando um valor pré-determinado
para o risco « (alarme falso). Para tal, consideramos a distribuicdo amostral da amplitude
relativa (w). Por exemplo, fixando o valor de ¢, calculam-se as probabilidades P[W<wint]

= a/2 e P[W>wsy] = a/2. As equagbes (1) e (3), tornam-se:

LSC, =W, o (13)

sup
LIC, =w o (14)

Duas vantagens séo verificadas com essa abordagem: o resultado de (14) néo pode
ser negativo, permitindo detectar melhoria no processo, ou seja, detectar se ha reducédo de
variabilidade. A segunda vantagem se refere ao uso de k=3o na equagdo (3), essa
abordagem tradicional leva a valores menores que o LICr calculado em (14), ou seja, 0
risco « € maior na abordagem tradicional (COSTA et al., 2008).

No apéndice, ha uma funcéo escrita na linguagem R que ¢é utilizada para avaliar o

desempenho do GC R considerando as expressoes (13) e (14).
4.1. Exemplo

Costa et al. (2008) apresenta um processo de producao de leite em que 25 amostras
de tamanho n=5 s&o selecionadas para a constru¢cdo do GC R. Com 0 processo isento de
causas especiais, os limites para o GC R foram estimados utilizando a abordagem

tradicional (k=3): LSC, =(d, +3d,)5, =22,20; LM, =10,5;
LIC; =(d,-3d,)6,=-1,20=>LIC, =0,00. Observe que o somatério d,+3d,
=2,326+3(0,864) = 4,918 e d,—3d,=2,326-3(0,864)= -0,266. O desvio padrdao do
processo foi estimado pela equagéo: &, = ﬁ/d2 =10,5/2,326 =4,514 .

Tradicionalmente, o fator de abertura k=3 é usado no grafico de controle para que
0 NMAo=370,4, ou seja, o risco « = 0,0027. Porém, esse resultado ndo é valido parao GC
R, pois a distribuicdo amostral da amplitude ndo é normal. Aplicando a funcdo

apresentada no apéndice, obtém-se os resultados da Figura 1.
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Figura 1. Resultado da aplicacéo da funcdo GCR (n, NMAy) apresentada no apéndice.

R R Console o[ ]
GCR(5,370.4)

[1] "Winf"
[1] 0.4
[1] "Wsup"
[1] 5.38

1 2 3 4 5 6 7 8
lambda 0.5 1.0000 1.5000 2.0000 2.5000 3.0000 3.5000 4.0000
Poder 0.0 0.0013 0.0828 0.3161 0.5483 0.710% 0.8134 0.876e8
NMF 1941033548.9 746.1372 12.0811 3.1637 1.8240 1.4067 1.2294 1.1406
>

Fonte: os prdprios autores.

A Figura 1 fornece os limites: winf =0,4 e wsyp=5,38. De acordo com o exemplo,
teriamos LSC, =5,385, e LIC; =0,46,. Usar d, +3d,=4,918 ndo é adequado para o
risco «=0,0027, pois Wsup=5,38 é o fator de abertura que corresponde ao NMAy=370,4.

Observa-se, também na Figura 1 o poder e 0 NMA do GC R. Os desvios sdo
representados por A, ou seja, o, = Ao, . Por exemplo: se 1 =3, o grafico demora em
média 12,0811 amostras para sinalizar uma causa especial que provoca mudanga no
desvio padrdo do processo.

A funcdo GCR (n, NMAg) também pode usar o risco « como parametro de entrada.
Para tal, basta rodar a fungéo invertendo o NMAo, ou seja, GCR (n, 1/«). Por exemplo:
GCR (5, 1/0.002699784) fornece o mesmo resultado que GCR (5, 370.4).

5. Concluséo

Apresentou-se nesse artigo o grafico de controle da amplitude amostral utilizado
para monitorar a variabilidade de um processo. Avaliou-se o poder do grafico e do risco
a com a aplicagdo de uma funcdo desenvolvida para uso no software R. Comparou-se o
risco associado ao uso da abordagem tradicional, em que o fator de abertura (k) dos limites
do gréfico é igual a 3, com uma abordagem baseada na distribuicdo amostral da amplitude
relativa. Duas vantagens sao destacadas se 0 GC R é projetado com a fungéo (para uso no
software R) aqui disponibilizada: a diminuig&o do risco « e a possibilidade de detectar

melhorias no processo com a redugéo da variabilidade.
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A FUNCTION WRITTEN IN THE R LANGUAGE FOR
THE PARAMETERS OF THE CONTROL CHART OF
SAMPLE AMPLITUDE

Abstract

The control chart of sample range (CCSR) is used to monitor changes in process
variability. Adopting 3o limits, on average, it has a false alarm every 370 samples in the
control X_bar chart. However, because the amplitude sampling distribution is
asymmetric, the same does not occur in CCSR. In this article, it has been presented a
function written in R language for obtaining the limits and the power of CCSR from
probability function of sample amplitude. The used approach reduces the alpha risk,
when compared with the classical construction of 3o for control limits, and detects
process improvements when reducing variability occurs. This contribution allows that
the user properly plans the use of CCSR.

Keywords: R control chart; Variability; R Language.

27



Cadernos do IME — Série Estatistica Uma Funcdo Escrita na Linguagem R...

APENDICE - Cddigo fonte para avaliar o desempenho do GC R

\ # codigo da funcdo—> copie o cddigo a seguir no ambiente R

rm(list=Is(all=TRUE))

GCR <- function (n,nma0) {

Fnw=0; wi=0; alfa=1/nma0

while (Fnw<=alfa/2) {

wi=wi+0.01

integrando<- function(z) {((1/(sqrt(2*pi)))*exp(-(z*2)/2))*(pnorm(z+wi)-pnorm(z))™(n-
1}

Fnw=integrate(integrando, lower=-Inf, upper=Inf)

Fnw=n*as.numeric(Fnw[1])

¥

Fnw=0; ws=0

while (Fnw<=1-alfa/2) {

ws=ws+0.01

integrando<- function(z) {((1/(sqrt(2*pi)))*exp(-(z*2)/2))*(pnorm(z+ws)-pnorm(z))*(n-
1)}

Fnw=integrate(integrando, lower=-Inf, upper=Inf)

Fnw=n*as.numeric(Fnw[1])

¥

print("'Winf");print(wi);print("Wsup"); print(ws)

# calculo do poder do GC R

lambda=1.5;i=1

Poder=matrix(c(NA),3,8)

while (lambda<=5) {

integrando<-  function(z)  {((1/(sgrt(2*pi)))*exp(-(z*2)/2))*(pnorm(z+ws/lambda)-
pnorm(z))*(n-1)}

Fnw=integrate(integrando, lower=-Inf, upper=Inf) #list
Fnw=1-n*as.numeric(Fnw[1]) # poder Pr[W>Ws|n=n0]
Poder[1,i] <-lambda

Poder[2,i] <-Fnw #poder

Poder[3,i] <-1/Fnw #NMA

i=i+1; lambda=lambda+0.5

}

colnames(Poder) <- c("1", "2", "3","4", "5", "6","7", "8")
rownames(Poder) <- c("lambda", "Poder", "NMA")
round(Poder,4)

}

\ # Exemplo de execucdo da fungdo—> execute a funcdo escolhendo (n,NMAy)

| GCR(5,370.4)
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